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Capitulo 1

Introduccion

La descripcién matemética del mundo que nos rodea depende de una sutil frontera
entre el comportamiento continuo y el discontinuo. El andlisis de los cambios de forma de
los fenémenos que nos rodean, ha sido uno de los problemas centrales del hombre: ;cémo
modelarlos?.

Si el cambio de forma fuese a tener lugar en todo tiempo y lugar de una manera estable
y bien definida, el problema del andlisis de forma serfa sencillo, se reduciria a estudiar el
cambio que presenta cierto sistema o fenémeno en una vecindad de cualquier punto, para
establecer un algoritmo de prediccién del mismo; mas esta no es la realidad.

Existen cambios abruptos en la naturaleza, cambios "inesperados" en ciertas ocasiones
(inesperados, relativo a nuestra ignorancia como observadores), los cudles no resultan ex-
tranos, basta observar cuidadosamente para ver que en realidad estamos rodeados de tales
tipos de eventos, el estudio de estabilidad de los barcos, el comportamiento de la compleja
actividad cerebral, el anélisis de la adopcién de nuevas tecnologias disponibles en el mercado,

son ejemplos de estos.



Este trabajo describe una de las formas de modelar fenémenos que presentan cambios
discontinuos de fase: La teorfa de catdstrofes. Nos da la capacidad de modelar cambios
repentinos en respuesta a cambios graduales bajo el contexto de sistemas dindmicos no
lineales, en conjunto con su representacién estocdstica, y serd nuestro objeto de estudio en
este trabajo.

Esta tesis se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 2 se proporciona de manera
general una introduccién a la vasta teorfa de catdstrofes, su nacimiento y desarrollo. Se
discuten dos resultados importantes y se enuncia el resultado que para este trabajo, resulta
fundamental: el teorema de Thom, sobre la clasificacién de las superficies de catdstrofes.
En el capftulo 3 se establecen dos puentes conceptuales fundamentales para realizar infe-
rencia estadistica sobre modelos dindmicos no lineales. Se establece la conceptualizacién de
los modelos catdstrofe como una ecuacién diferencial estocdstica. Se muestra la solucién
estacionaria de esta ecuacién diferencial, y se establece el cémo esta solucién sirve para es-
tablecer las propiedades estadisticas sobre un modelo catdstrofe, en particular estimacion
de pardmetros e inferencia. Se discute una forma de elegir a las variables control que inte-
gran el modelo catdstrofe. En el capitulo 4 se presenta una aplicaciéon de esta teorfa a un
problema de salud priblica en el estado de Nuevo Leén. Los datos estdn conformados por
dos encuestas realizadas a 100 familias en los anos 2000 y 2005, con el objetivo de mantener
un seguimiento del impacto de ciertas variables socio-econémicas en un aspecto del estado
nutricional de estas familias. Se realizé un anilisis de los datos mediante esquema de mod-
elacién clasica, en particular, con modelos lineales generalizados. Se propone una manera
de comparar los modelos catdstrofe con los modelos lineales generalizados mediante el poder

predictivo de ambos. Ademds se propone una metodologia para construir intervalos de con-



CAPITULO 1. INTRODUCCION

fianza tipo bootstrap de los pardmetros en los modelos catdstrofe. Con esto se pretende dar
una descripcién global de los pros y contras que la teorfa de catdstrofes ofrece como una
alternativa de modelacién adicional a los modelos estadisticos. Al incorporar el ingrediente
estocdstico y y al permitir ademads, la valoracién de la presencia de cambio dréasticos en la
variable respuesta, que no corresponden a comportamientos en la media sino en la moda, se

genera una herramienta de apoyo valiosa en la toma de decisiones.






Capitulo 2

Teoria de Catastrofes: La necesidad
matematica de describir transiciones

discontinuas

La fisica cldsica desde Newton hasta la relatividad general, es esencialmente teorfa y
andlisis sobre fenémenos que describen un comportamiento suave, gradual en una diversidad
de contextos. Hasta ese instante histérico, ninguna descripcién o teorfa matematica permitia
de alguna manera describir fenémenos que presentan cambios abruptos o con transiciones
de fase discontinuas. Estos fenémenos no son extranos en la naturaleza, por ejemplo, los
esfuerzos entre dos metales que sufren friccién entre si, llegardn a un momento de quiebre o
de fundicién, la actividad cerebral a nivel neuronal, la resistencia de puentes ante esfuerzos

o ante terremotos. Muchos de estos fenémenos todavia desafian al andlisis matematico.

La teorfa de catéstrofes es la conjuncién de diversas dreas de la matemaética: topologia,



geometria y sistemas dindmicos, particularmente en el estudio de singularidades y bifurca-
ciones. En los 1ltimos cuarenta anos, la teorfa de catdstrofes ha alcanzado un nivel muy
sofisticado principalmente debido a los trabajos de H. Whitney, 1955, en singularidades,
R. Thom, 1959, en la clasificacién de los 7 tipos distintos de catdstrofes y en J. Mather,
1965. Estos trabajos, tienen sus origenes en los trabajos de ecuaciones diferenciales de J. H.
Poincaré, 1879, que fueron desarrollados y llevados hasta el establecimiento de la teoria de

bifurcaciones por A. Androv, 1933.[1],[11].

El primer encuentro de la teorfa de catdstrofes con la prensa occidental ocurrié a finales
de los anos ’60. Reportajes en revistas la publicitaban como la revolucién en mateméticas,
comparable con el invento del cédlculo integral y diferencial de Newton. Teorfa de catédstrofes
provefa el respaldo tedrico y aportaba un método universal para el estudio de transiciones

abruptas, discontinuas.[1]

A principios de los '70, la teoria de catdstrofes rdpidamente se convirtié en un &drea de
moda y muy ampliamente publicitada. Se considera al matemadtico francés René Thom el
fundador de la misma. Thom expuso sus teorias en 1972, en el libro Stabilité Structurelle
et Morphogénése. Los origenes de la teorfa de catdstrofes yacen sobre las siguientes teorfas
importantes en la matemética moderna: la teoria de Whitney acerca de singularidades y

funciones "suaves", y las teorias de Poincaré y Andronov sobre bifurcaciones y sistemas

dindmicos. [10], [11].



CAPITULO 2. TEORIA DE CATASTROFES: LA NECESIDAD MATEMATICA DE
DESCRIBIR TRANSICIONES DISCONTINUAS

2.1 Teoria elemental de catastrofes

El objetivo desde la perspectiva matemaética es contar con una herramienta que permita
describir los comportamientos abruptos o con cambios de fase de manera discontinua. La
teoria de catdstrofes permite dicho andlisis. Bajo el contexto que nos interesa explorar,
fijaremos nuestra atencién en uno de los principales resultados conocido como, el Teorema
de Thom. Se presenta una perspectiva histérica del cémo se fueron concibiendo e integrando

los resultados que sustentan a este teorema fundamental en la teoria de catdstrofes.

El desarrollo de nuestra herramienta matemaética se puede concebir como el estudio y
clasificacién de las singularidades degeneradas. La manera en la que abordaremos dicho
estudio serd aproximar las funciones que presentan singularidades degeneradas mediante
familias de funciones que presentan inicamente singularidades no-degeneradas, por ello se
presenta primera la teorfa de singularidades de Morse, que que da el estudio de funciones con
singularidades no-degeneradas. Después, estos resultados se generalizan a familias o grupos
de funciones con singularidades no-degeneradas. Una vez establecida la forma en la que se
agrupan las funciones con singularidades no-degeneradas, surge la necesidad de establecer la
nocién de “similaridad” o “cercanfa” entre tales familias de funciones. El Teorema de Morse
representa el resultado principal en donde se definen en forma natural dichas relaciones. Este
teorema es fundamental para entender el cémo se establece el Teorema de Clasificacion de
Catdstrofes de Thom. El Teorema de Morse nos provee de una cierta familia de funciones
con singularidades no-degeneradas que es densa y abierta en C'*° (R"). Esto serd de gran
utilidad, pues es a partir de esta familia de funciones que se aproxima a las funciones con

singularidades degeneradas.



2.1. TEORIA ELEMENTAL DE CATASTROFES

Una vez establecida la maquinaria para la clasificaciéon de las familias de funciones con
singularidades no-degeneradas, se enuncia otro de los resultados que permiten establecer
de manera “natural” el teorema de la clasificacién de catastrofes de Thom: FEl Teorema de
Mather. FEste teorema nos da una manera de “desdoblar” nuestra funcién con singulari-
dades degeneradas, en una familia de funciones con singularidades no-degeneradas de man-
era “candnica”. A partir de este resultado podemos enunciar el Teorema de Clasificacion de
Catdastrofes de Thom.

El propésito de esta seccién es introducir de manera general los conceptos matemaéticos

fundamentales para el entendimiento de teorfa de catdstrofes.

2.1.1 Algunas definiciones
Enunciamos algunas definiciones que nos seran de utilidad en las siguientes secciones.

Definicién 2.1 Sea F' tal que F' : R® — R. Decimos que F' € C* si todas las derivadas

parciales de todos los ordenes de F' existen y son continuas.
A partir de la anterior tenemos:

Definicién 2.2 Sea F tal que F : R® — R. Decimos que xo € R"es un punto reqular de F

st la derivada en el punto xg, no se anula

DF (o) = (g—i (xo),...,%—i(%o £ 0.

Definicién 2.3 Sea F' tal que F' : R" — R. Decimos que F tiene una singularidad (o

punto critico) en xo € R™ si la derivada en el punto xq, se anula

oF oF

DF (z) = (8_561 (xo),...,%(x0)> = 0.



CAPITULO 2. TEORIA DE CATASTROFES: LA NECESIDAD MATEMATICA DE
DESCRIBIR TRANSICIONES DISCONTINUAS

Finalmente concluiremos esta pequena parte con una definicién que nos serd de gran

utilidad en el resto de esta seccidn.

Definicién 2.4 Sea F € C* tal que F : R* x R" — R. Denotemos a los puntos en R”
poru = (uy,...u.) y alos puntos en R™ x R" por (x,u) = (z1,...,%n, U1, ...,u,). Entonces

para cada u fijo, se obtiene una funcion C'*°

F,(z) = F (z,u)Vz € R".

En este sentido, se interpreta a F' como una familia C* de r — parametros de C'* de

funciones de R™ a R. Las variables (uy,...u,) son llamadas los pardmetros de la familia.

Tlustremos esta definicién mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5 F (z,u) = 2® + zu es una familia de 1 — parametro con Fy(x) = 2% cuando
u=20
[2].

2.1.2 Teoria de Morse.

La teoria de catdstrofes generaliza algunos resultados cldsicos sobre singularidades de-
bidos a Whitney y a Morse.
Al estudiar singularidades existen tres ideas bdsicas: estabilidad, clasificacién y "gener-
icity ". Para comprender mejor estas ideas, recordemos que en R” las bolas abiertas, Bs (),
con centro en xg y radio 0 definen una topologia [2]..

9



2.1. TEORIA ELEMENTAL DE CATASTROFES

Figura 2.1: La superficie de catdstrofe "fold", F (z,u) = 2® + xu, que es el desdoblamiento universal de

f(z) = a3,

Definicién 2.6 Decimos que un conjunto U C R™ con xy € U es una vecindad de xq si
existe una Bys (o) tal que

B(; (33'0) cU.
Decimos que U es una vecindad abierta st es una vecindad de todos sus puntos.
Lo anterior lo definimos de manera formal para introducir las siguientes definiciones.

Definicién 2.7 Una propiedad P (x) se cumple "cerca” de xq si existe una vecindad U de

xg tal que P (x) es cierta cuando x € U.

Definicién 2.8 Sea ¢ : R" — R"™. y sean U, V' conjuntos de R". Se dice que ¢ : U — V

es un difeomorfismo si ¢ es tal que es C*> y si ademds es invertible.

El primer resultado cldsico importante concierne al comportamiento de la funcién f :
R™ — R cerca de un punto regular xg.

10



CAPITULO 2. TEORIA DE CATASTROFES: LA NECESIDAD MATEMATICA DE
DESCRIBIR TRANSICIONES DISCONTINUAS

Teorema 2.9 Sea f : R" — R tal que Df (o) # 0 (i.e.,si zo es un punto regular de f)

entonces en alguna vecindad U de xq existe un difeomorfismo ¢ : U — V C R" tal que
fod(rr,...;zn) =7 (x1,...,2,) =11
Para ejemplificar la implicacién del teorema analicemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.10 Sea f: R? — R tal que
[ (@1, 23) = 1 4 23,
analicemos a f en xg = (0,0). Se tiene que
Df @),y = (L22)],, = (1,0) £0.

Por lo que el teorema anterior nos garantiza que para f existe una ¢ (un cambio de coor-
denadas) de tal forma que localmente alrededor de xoy podemos ver a f como una funcion

lineal, como un plano "plano”. Si definimos a ¢ : R> — R? por

¢ (w1, 72) = ($1 - xg,iz)

se tiene que

foo(z,ma) = f(x1—a332) =21 — a5 + 23

[2].

11



2.1. TEORIA ELEMENTAL DE CATASTROFES

Debido a que, en una vecindad de un punto regular de una funcién este "cambio de coor-
denadas" no afecta de manera cualitativa a la funcién, esto es, no cambia las singularidades
de la funcién, este teorema de "cambio de coordenadas" da cabida a una clasificacién de las
funciones en la cercania de sus puntos regulares. Para esto se debe establecer una relacién
de equivalencia, de tal manera que se puedan comparar funciones, puesto que estamos in-
teresados en clasificar, por lo que es necesario establecer que entendemos por equivalencia

de funciones.

Definicién 2.11 Dos funciones C* f, g : R" — R™ son equivalentes si existen dos

difeomorfismos ¢ : R" — R" y ¢ : R™ — R™ de tal forma que

o f=god.

En otras palabras, dos funciones son iguales en "coordenadas convenientes" si cualitativa-
mente se ven iguales. Si trasladamos esta definicién al contexto de dlgebra lineal se tiene que
dos transformaciones lineales son equivalentes, si son las mismas bajo una base "adecuada'.
Esta definicién concuerda con nuestro sentido comin. Pensar en igualdad es simple, pero
como explicar diferencias es un poco mas complejo. jqué pasa con las funciones que son
diferentes?, ;qué es lo que falla localmente alrededor de un punto zy en particular?

Dos funciones serdan cualitativamente diferentes, por ejemplo f () = 2® y g (v) = 23+ ez
en donde € # 0, debido a que g tiene dos o ningiin punto critico mientras que f siempre
tiene 1, por lo que no existen difemorfismos (transformaciones), de tal manera que cerca del
origen f y ¢g no son iguales localmente.

A partir de lo anterior se observa que una posible causa para que dos funciones no sean
equivalentes es que presenten un comportamiento distinto respecto al nimero de singulari-

12
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2 singularidades
no degeneradas

¥
¥=x'+ux

(e =<0y

1 singularidad
degenerada

y=x

(e =00

Minguna
singularidad

Ve xlder,
{e=0)

Figura 2.2: Ejemplo de dos funciones que no son equivalentes, f (z) = 23 y g (x) = 2® + ex con ¢ # 0.

dades alrededor de un punto z( y al tipo de singularidades, degeneradas y no degeneradas.

Consideremos ahora una funcién f : R® — R con una singularidad en zy € R"

Definicién 2.12 La funcion f tiene una singularidad no degenerada en x si el Hessiano

es no singular, esto es

[5=a

Por otro lado si se tiene que

‘ {553% (mo)} ' Y

se dice que f tiene una singularidad degenerada en xy.

Con todo lo anterior podemos enunciar el segundo resultado principal, de la teorfa clédsica

de Morse.

Teorema 2.13 Sea f : R® — R, si x¢ es una singularidad no degenerada de f entonces

para algin k <n , f es equivalente en una vecindad de x¢ a la funcion

g(@1,. ) =— (27 +...+ap) + (24 + ... +22).

13



2.1. TEORIA ELEMENTAL DE CATASTROFES

Demostracion:

Por hipdtesis se tiene que alrededor de x,

_ [ o
"= Haxiaﬂﬂj (zo)} ’ 70

por lo que existe una matriz P invertible tal que

1
PTHP(1,1) =0, =
-1
Sea y = (y1,-..,Yn) €l sistema de coordenadas en R™ obtenido por la transformacién P.
Tenemos que
0 f
a—y% (Io) =01. (21)

Ahora restringida a Y] en la U— vecindad del sistema de coordenada y; evaluado en
)

11 = X tiene un punto critico no degenerado, que es méximo o minimo dependiendo del signo

de (2.1). En particular si restringimos a y; en [zg — &, 2o + €| se tiene un comportamiento

estrictamente céncavo o convexo, para un € > 0 suficientemente pequeno. Habiendo escogido

a €, escogemos a 1 > 0 de tal manera que para
lyil <m,i=2,....n

la restriccién de f en el intervalo [zo — €, x¢ + €] esta bien definida y ademds se tiene un
comportamiento estrictamente céncavo o convexo con un punto interior no degenerado. La

localizacién de este punto critico
Y1 = Y1, critico,

esta dado implicitamente por

0
g (yl,cm'tico; Y2, ... 7yn) = I (yl,cm’tico; Yo, ... 7yn) =0.
oy

14
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Como
0 o?
ot 8_y%f #0
para
| <ey |yl <myi=2,....n
podemos expresar a Y1 critico = Y1 eritico (Y2, - - - » Yn) como una funcién suave. Definamos tal

funcién como :

21 = 329” (3/1 - yl,cm’tico) \/’f (y17 Y2, .- 7yn> - f (yl,cm’ticoa Y2, ... 7yn)‘

Las funciones 21, 92, . . . ¥, constituyen un sistema de coordenadas suaves de una U, - vecindad

de xqg a U. Esto termina la prueba dado que se tiene que:

f (217y27 e 7yn) - Ulzf =f (?Jl,erm‘co <y27 e 7yn) y Y2y - - - 7yn)

|

El resultado de este teorema es muy 1itil en el contexto de clasificar las singularidades en
una vecindad de una singularidad no degenerada: existe solamente un solo tipo de singula-
ridad para cada k =0,1,...,n.

Ahora este teorema lo podemos utilizar para establecer el término "cercania" entre fun-
ciones de la siguiente manera. Al igual que se puede definir "cercania" de puntos en R", se
puede definir el mismo concepto para funciones de R® — R. Hablando a grandes rasgos
dos funciones f,g : R* — R son "cercanas" si para cierto k entero positivo (k < n) se
tiene que la funcién f y sus derivadas parciales de orden menor o igual que k estén cerca
en valor a g y a sus correspondientes derivadas parciales para cada = € R™. A partir de
esta idea podemos establecer vecindades y por ende una topologia en el conjunto C'* (R™)
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de todas las funciones f : R" — R que son C*°. También se puede utilizar localmente para
identificar funciones que estdn cerca unas de otras en alguna vecindad, aunque estén lejos en
otros lugares de R". Intuitivamente, g esta cerca de f en este contexto si g es una pequena
perturbacién de f. Por ejemplo, localmente g () = z® + ez en donde € # 0, esta cerca de
f (z) = 23, si € es suficientemente pequeno.

Los dos conceptos antes definidos, equivalencia y cercania, que miden ambos similaridad

entre funciones, estdn relacionados por el concepto de estabilidad.

Definicién 2.14 Sea f una funcion. Decimos que f es estable si para cualquier funcion g
que estd lo suficientemente cerca de f, entonces f y g son equivalentes.
En otras palabras, f es estable si existe una vecindad Uy de f tal que todas las funciones

g en Uy son equivalentes a f.

El ejemplo estdandar de una funcién inestable es el de f (z) = 23, porque para cualquier
e # 0, la funcién g (x) = 23 + ez esta cerca de f, mas no es equivalente a f.
Todo lo anterior nos sirve para culminar esta seccién. Enunciaremos el resultado principal

de la teoria de Morse. Antes necesitamos definir lo siguiente:

Definicién 2.15 Una funcion [ cuyas singularidades son distintas y no degeneradas es una

funcion Morse.

Teorema 2.16 Teorema de Morse. Las funciones de Morse son localmente estables [2]..

Esencialmente el Teorema de Morse dice que si f tiene una singularidad no degenerada
(de orden k) en xy € R™ y si g estd suficientemente cerca entonces g se ve como f cerca de g
en x : esto es, g tiene también una singularidad de orden k en algiin punto zj cerca de xy.
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La importancia de este resultado depende de cuantas funciones de Morse existan. La
respuesta es fortuita: "casi toda" funcién es una funcién de Morse.

Precisando la tltima afirmacion se tiene que:

La clase M de funciones de Morse es abierta y densa en C'™® (RN)

Por lo que, casi toda funcién f : R” — R es una funcién de Morse; toda vecindad U de
f contiene alguna funcién de Morse g y si U es suficientemente pequena ¢ serd equivalente
a f, por lo que f también serd una funcién de Morse. Por lo tanto en este caso, funciones

estables son genéricas. En general, sin embargo, esto no es cierto. [3]

2.1.3 El Teorema de Mather

En contraste con la teoria de Morse, el objetivo de la teorfa de catédstrofes esta enfocado
a las singularidades degeneradas. Por ejemplo, hemos visto que f (z) = z* tiene una singu-
laridad degenerada en xqg = 0, y que f no es estable. Sin embargo, podemos "incrustar" a
f en una familia 1 — pardmetro "estable" C*°, F (x,u) = 2® + uz. Esta "incrustacién" de
funciones inestables a familias estables es la esencia de la clasificacién de Thom de funciones

con singularidades degeneradas.

Definicién 2.17 Sea f : R® — R una funcion que tiene una singularidad en xq. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que xo = 0, puesto que siempre podemos cambiar de
coordenadas por traslacion. Decimos que el germen de f (en 0) es el conjunto de funciones
que coinciden con f cerca de 0. Lo denotaremos por ]7 Al conjunto de todos los germenes de
funciones f: R" — R de C*™ en donde f (0) = 0 lo denotaremos por G,,.

17



2.1. TEORIA ELEMENTAL DE CATASTROFES

Finalmente llegamos a la idea de "desdoblar". Un desdoblamiento de un germen de
r — parametros es un germen F € G representado por una familia de funciones de

r — parametros F : R" x R" — R tal que

F(z,0)=f(z).

Para cada (zg,ug) cerca de 0, la familia F define un germen ﬁuo en o cerca de f Por lo
tanto, F' desdobla o deforma a f en una familia de germenes. De aqui en adelante por

simplicidad, denotaremos al germen de f como f.

Ejemplo 2.18 Un ejemplo de desdoblamiento seria F (x,u) = x + ux, que es un des-

3 mientras que G (z,u) = 2® + sen (uy)  + ugx?

doblamiento de 1 — parametro de f (z) =z
es un desdoblamiento de 2 — parametros de f. Por lo que dada una singularidad se tienen

infinitos desdoblamientos [2].

Debido al problema expuesto en el ejemplo anterior, de la existencia de una infinidad de
desdoblamientos, es importante identificar aquellos que juegan un papel importante. Este
problema fue resuelto por Marther, en lo que se llamo el desdoblamiento "universal", que:

a) tiene el minimo nimero de pardametros;

b) es estable;

c) es cualitativamente igual a cualquier otro desdoblamiento.

Para dar a conocer el resultado necesitamos establecer la nocién de codimensién de un
germen. Debido a que el concepto de codimensionalidad se puede asociar con el de dimen-
sionalidad de espacio cociente, daremos a continuacién un breve repaso de este concepto.
Este repaso nos servird para aclarar més el ejemplo que se presentard un poco mas adelante,
el ejemplo 2.20.
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Espacio cociente y su extensién a espacios vectoriales.

La idea que estd detras del espacio cociente es la siguiente:
Dar la manera de construir réplicas isomoérficas de todas las imagenes homoméorficas de
G’ de un grupo abstracto G, esto es, sea © — x’ cualquier homomorfismo de G en G’ y sea
N el kernel de tal homomorfismo, si a, b € G podemos escribir b = at tal que b’ = a't’, pero
a't’ = a/ pasa si y solosit/ = ¢ estoest € N. En resumen O/ = o’ si y solo si b = at. A
continuaciéon daremos algunas definiciones y resultados simples que nos ayudan a establecer

de manera clara y precisa el concepto de espacio cociente [8].

Definicién 2.19 Un isomorfismo entre dos grupos G y G'es una biyeccion de a < a' entre
los elementos de estos dos grupos que preserva la operacion de grupo, i.e.: sia < a’ yb <V

se tiene que ab < a'b’.

Definicién 2.20 Un homomorfismo de un grupo G a un grupo G'es una transformacion
x+—— 2 tal que

(zy) +— 2"y
Lema 2.21 Dos elementos de G tienen la misma imagen de G’ si vy sélo si estan en el mismo

coset No = N del kernel N [8].
Definicién 2.22 Un isomorfismo de un grupo G con él mismo, es un automorfismo.

Definicién 2.23 (Galois) Un subgrupo S de un grupo G es normal (en G) si y solo si es

invariante bajo todos los automorfismos de G.

Lema 2.24 Los cosets de cualquier subgrupo normal N de G, forman un subgrupo bajo la
operacion de grupo [8].
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Definicién 2.25 FEl grupo de cosets es llamado el grupo cociente de G por N y se denota

=0

Hemos visto que para cualquier homomorfismo de G en GG’, en donde el kernel es NV, la

imagen G’es isomorfa con el grupo cociente %, por lo que se concluye:

Teorema 2.26 Las imdgenes homomdrficas de un grupo abstracto G son los grupos cocientes

por sus diferentes subgrupos normales, en donde la multiplicacion de los cosets esta dada por
[Nz]o [Ny] = N (zy)
[8].

Lo anterior se puede extender de manera natural a espacios vectoriales. Sea V' un espacio
vectorial sobre un campo F'y sea S cualquier subespacio de V. Bajo la suma, V' es un grupo
conmutativo y S es un subgrupo de V' entonces se puede formar el grupo cociente %

Por ejemplo, en R3 sea S el subespacio que consta de los miiltiplos (0,%,0) del vector
(0,1,0). el coset de cualquier vector « = (a, b, c) serd el conjunto de vectores (a,b+ y,c) .
La suma en %3 serd (a,-,c)+ (d',,d)=(a+d,-,c+ ) [8].

Ahora dado un espacio vectorial V' sobre un campo F' podemos obtener el espacio cociente

¥ = X. Esto es, dado un subespacio S de un espacio vectorial V, cada vector o € V determina

[9))

un coset de S, definido como el conjunto

a+S={a+o|oceS}

De aqui que dos cosets v+ S y 3+ S son iguales si y solo si (a — ) € S. Geométricamente,
los diferentes cosets de un subespacio S son sus subespacios paralelos bajo traslacién. La
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suma de cosets se define de la siguiente manera
(a+8)+(B+S)=(a+p)+S

Es fécil ver que esta suma no depende de los representantes a y 3. Ahora el producto escalar

de un coset con un escalar ¢, se define como
cla+8)=ca+S.

A partir de estas definiciones de las operaciones no es dificil ver que el conjunto % es un

espacio vectorial de todos los cosets de S en el espacio vectorial V.

El Teorema de Mather.

Definicién 2.27 Sea W una subespacio vectorial de V de dimension n — r, en donde la
dimension de V' es n. Se tiene que la codimension de W esn — (n—r) = r. De manera

alternativa es la dimension del espacio cociente %

La codimensiéon es importante, especialmente en espacios de dimensién infinita, pues
alin cuando V' y W tengan dimensién infinita puede suceder que el espacio cociente tenga
dimensién finita.

Debido a que todos los germenes en G,, satisfacen f (0) = 0, GG, forma un espacio vectorial

de dimensién infinita. Ahora consideremos a un germen f € (,, que tenga una singularidad

(or)

al subespacio de G,, que consiste de todos aquellos germenes de la forma

en el origen. Ahora, denotemos por

() = as(a) 2 (o)

=1
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en donde q; () son germenes en 0. Cada b (x) consiste de una combinacién lineal de derivadas
parciales de f. Puesto que f tiene una singularidad en el origen (D f (0) = 0) se tiene que

cada % (0) = 0; por lo que b(0) = 0, por lo que b(x) € G,,. Por lo tanto,

. . Gr
codlmf:dun(<ﬂ )
oz

Se puede mostrar que la codim f es el nimero de germenes en 0 equivalentes a f. Una vez

definido lo anterior podemos enunciar el teorema de Marther

Teorema 2.28 Un germen de f tiene un desdoblamiento estable si y solo si la codim f es

finita [2].

Lo que el teorema anterior describe es lo siguiente: sila codim f =1rysib (z),...,b. (x)

son germenes en () representando la base del espacio cociente <§—}L>, entonces se tiene que

F(z,u) = f(z)+ Zub (z)

es el desdoblamiento estable universal de f.[2].

Ejemplo 2.29 Consideremos el germen f (x) = x®. Primero, por el teorema de Taylor se

tiene que cualquier funcion g € C* tal que g (0) = 0 puede expresarse cerca de 0 por

dg 2
z)=—0)z+p(z)x
g(z)=-"(0)z+p(2)
en donde p(x) € C* en 0. Luego, % = % = 322, por lo que g representa el elemento
lg] € <§—}> obtenido por ignorar el término que involucra a z* : i.e., [g] = g—g (0) z, es un
ax

maltiplo real de x. Por lo que el espacio vectorial <§—}> tiene una base x y por lo tanto

ox

dimension 1. Por lo que por el teorema de Marther se tiene que

f(z,u) =2+ zu
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es el desdoblamiento estable universal de f (x) = x3 [8].

2.1.4 El Teorema de Thom

Con esto, podemos presentar el resultado principal del capitulo, la clasificacién de las 7

catastrofes elementales.

Teorema 2.30 Una familia de funciones suaves de r — pardmetros de R" — R, para
cualquier n y para todo r < 5, es estructuralmente estable y equivalente (en el sentido antes
mencionado) alrededor de cualquier punto, a una de las siguientes formas:
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Nombre Forma
No critica Uy

2 2 2 2
De Morse uy oty —up g — g

Catastrofes "cusp”
"Fold"
"Cusp"

"Swallowtail"
"Butterfly "
"Wigwam"

Catdstrofes umbilicas
"Elliptic"

"Hyperbolic"
"Parabolic”

"Second FElliptic”

"Second Hyperbolic"

"Symbolic Umbilic”

ui’ + tiug + M
+ (uf — toud + tyug) + M
u? + tzud + toul + tyug + M
+ (uf + tquf + taud + toud + tyug) + M

UI + t;,ui’ + 1541/&’L + t;;u? + tQU% + t1u1 + M

utug — uj + t3u? + taus + tyug + N
U%U/Q + u% + tgu% + tous + tiug + N
+ (udug + uj + tagud + tzu? + tous + tiug) + N
U%’UQ — ug + t5u§ + t4ug + tgu% + toug + tius + N

uuy + us + tsud + tgul + tzu? + toug + tiug + N

+ (Uif + U% + t5u1u§ + t4u§ + t3uqug + toug + tlul) + N

en donde M indica que le debe aniadir una funcion de Morse

Uy +

2 _ .2 2 -
cootuy —ug g — -, 1 <i<in

y N indica que una funcion similar deberd ser anadida

2 2 _ .2 2 -
uz+ ... tu; —uj g — ... —u,,2<i<n

[10].
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En el lenguaje definido arriba, tenemos que, en este resultado se clasifican germenes de
codimensionalidad de a lo més 4 con singularidades degeneradas. Por el Teorema de Marther,

tales germenes tienen desdoblamientos estables de a lo més 4 pardmetros.

germen de f | Codim f | Desdoblamiento universal F'(x,u) Nombre
x3 1 2+ ux "Fold"
x4 2 2t — u? + usw "Cusp"
xd 3 2° + uxd + usr?® + usw "Swallowtail"
3+ 3 23+ 3 4wy — upr — usy "Hyperbolic Umbilic"
3 — xy? 3 23 — 2y? +uy (2% + y?) — usx —uzy | "Ellipitic Umbilic"
28 4 28 + uyzt + uer® + usx? + wyw "Butterfly"
2y + y* 4 22y + y* + ura? + ugy? — usr — ugy | "Parabolic Umbilic"

El teorema de Thom dice especificamente que cualquier germen de codimensién 4 es
cualitativamente el mismo que los enlistados (junto con su desdoblamiento). El teorema
de Thom es una lista exhaustiva de desdoblamientos estables con 4 o menos pardmetros:
cualquier otro desdoblamiento deberd ser equivalente a uno de la lista, en el sentido de
equivalencia que se ha descrito arriba.

Finalmente, se puede probar que el conjunto de familias F' € C* de r — pardmetros
que producen un desdoblamiento estable F,, u € R” es abierto y denso en el conjunto de
todas las familias de r — parametros, en donde r < 5. Esta es una de las consecuencias més
importantes del teorema, y permite cierta certeza para la estimaciéon de pardmetros, dado
que si bien no es factible encontrar el modelo verdadero podemos tener la confianza de que
siempre existe un modelo catédstrofe cerca al verdadero. Notemos que si r > 6 el resultado

del teorema de Thom, deja de ser vélido. [2]
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Capitulo 3

Modelando estocasticamente una

catastrofe

En el capitulo pasado se describié de forma general, toda la maquinaria detréds de la clasi-
ficacién de las 7 catdstrofes elementales. Es claro que esta fundamentada en una sélida
estructura matemaética. Sin embargo, uno se pregunta si tales fenémenos se presentan en
la naturaleza como tal, si jla teorfa de modelacién existente no puede manipular tales fené-
menos?, ;Como modelar un fenémeno que bajo ciertas condiciones tiene una sola respuesta
y para otras multiples?, ; Cuédles son las dificultades y los inconvenientes al tratar de modelar
dichos fenémenos de catdstrofes?. En sintesis, queremos un marco tedrico estocdstico que nos
permita modelar fenémenos que se rigen bajo el contexto de modelos no lineales y establecer

ecuaciones de prediccién multivaluadas.

Los modelos catédstrofe son atractivos para investigadores de diversas ramas, porque ofre-
cen la posibilidad de describir superficies respuesta con multiples estados de equilibrio.
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3.1 Teoria de catastrofes: Un marco para modelos dinami-

cos no lineales

El nombre tan provocativo de "Teoria de Catdstrofes" tiene su razén de ser. Fue seleccionado
para enfatizar uno de los aspectos no triviales del comportamiento de los sistemas dindmicos

no lineales. Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.1 Consideremos el sistema dindmico representado por la siguiente ecuacion

diferencial
y =1+ 3y —y°.

Tal sistema tiene uno o tres puntos de equilibrio para cada valor de x, esto es, la ecuacion
y=0

tiene una o tres posibles soluciones dependiendo del valor de x. Los puntos catdstrofe son
aquellos valores de x para los cuales se presenta la repentina transicion de uno a tres puntos
de equilibrio y andlogamente de tres a un punto de equilibrio. Para clarificar la definicion

de un punto catdstrofe se puede observar a la figura (3.1)[6].

Un sistema dindmico en general con una variable respuesta y y un vector control x puede

ser escrito de la siguiente manera
y=9(z,9), (3.1)
con puntos de equilibrio en los puntos que son solucién de la ecuacién

g(z,y) =0.
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=

Figura 3.1: Gréfica que ejemplifica los puntos catédstrofe de la ecuacién diferencial y = x + 3y — y>. En

este caso los puntos catdstrofe son (2,—1) y (2,1).
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d*g(c)

Ahora, supongamos que ¢ = (zg,¥o) es un punto de equilibrio tal que e 0, k =
0,1,---,d—1,y agf/ (©) < 0. Si se desarrolla la serie de Taylor de ¢ alrededor del punto ¢ en
términos de y (pues x es el vector control) se tiene que

- (y — ?Jo)d

i=E+ & (3:2)
en donde &, = %, k = 0 y d. No tenemos que perder de vista que se deja establecido

implicitamente que el vector control x, esta fijo al valor zy, no ddndonos libertad de poder
observar el comportamiento de los puntos de equilibrio a través de la evoluciéon del compor-
tamiento del vector control z. En contraste, la teoria de catdstrofes nos proporciona el uso

de un desdoblamiento de la ecuacién (3.2), que es de la forma

y=po (@) +p (2)y+ ... 4 pa(x)y". (3.3)

Esta aproximaciéon permite tanto a x como a y, que se muevan libremente en una vecindad
alrededor de c. En la vecindad en donde esta aproximacién es véalida, existen a lo mas d

soluciones equilibrio, que son las soluciones a la ecuacién

0=po () +pr (@) y+ ...+ pg(2)y” (3.4)

[6].

Claramente estas soluciones son funcién del vector control x. Aqui lo fundamental es
que topolégicamente las ecuaciones (3.1) y (3.3) son equivalentes en una vecindad del punto
critico c. Esto es importante hacerlo notar, por lo siguiente: nuestro objetivo es estudiar
la relacién entre el nimero maximo de puntos de equilibrio cerca de puntos catdstrofe y la
forma funcional de la superficie de respuesta en esa vecindad, por lo tanto debemos de tener

la certeza de que topolégicamente el comportamiento de las raices de la ecuacién (3.1) y
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(3.3) sean equivalentes alrededor de un vecindad de ¢, puesto que nos enfocaremos al anélisis

estocdstico de la ecuacién (3.4).

3.2 Un via para la conceptualizaciéon estocastica de los

modelos catastrofe

Existe un punto que hay que resaltar de los modelos catéstrofe: estos modelos no son
estocdsticos; no conciben el fenémeno de interés que se quiere estudiar, como un proceso
que tiene una parte determinista y otra aleatoria; no conciben el concepto de error como un
proceso aleatorio. Los modelos catéstrofe fueron disenados para describir matematicamente
fenémenos fisicos que fueran de interés, ddndoles un sentido deterministico. Es por esta razén
que no podemos conceptualizar a estos modelos como estocdsticos en primera instancia.

Esta manera de conceptualizar a los modelos catdstrofe es muy conveniente para nuestros
intereses, debido a que éstos representan de manera funcional un comportamiento dindmico
determinista de un fenémeno de interés. Antes de exponer esta conceptualizacién veamos a
manera de ejemplo el lugar a donde queremos llegar.

La forma dindmica del modelo catdstrofe canénico Cusp expresa la relacién funcional

entre la variable estado, ¥, y el vector control x de la siguiente manera

y=a(@) +pB ) (y—A) -7y -\’ (3.5)

en donde las funciones « y 3 son funciones realvaluadas. Ahora, supongamos que la variable
control, z, esta fija. Por lo que podemos considerar a o y [ como parametros. Por lo que
ahora tenemos un modelo de 4 pardmetros (a, 3, A, 7). El objetivo de la siguiente subseccién
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es mostrar como se puede obtener una familia de densidades de 4 pardmetros para y en el
modelo deterministico. Vemos que esta familia de densidades estd muy relacionada con el
sistema Pearson (Ord, 1972) [6].

Una versién general de (3.5) puede escribirse como:
dY, = h(Y;) dt + s (Y;) dW, (3.6)

endonde h(y) =a+p(y—AN)—7(y — )\)3 y la funcién s? como varianza de y. Como antes,
dW, ~ N (0,dt) y son incrementos independientes del proceso de Wiener. Si se interpreta a
la ecuacion (3.6) en el sentido de It0, con las condiciones de regularidad necesarias, puede
demostrarse que la funcién de densidad de Y; se desenvuelve en el tiempo hasta una densi-
dad estacionaria definida en (a,b) (posiblemente infinito). (Soong 1973), [4]. La densidad

estacionaria es

r =neexp 2 [ 40au} .7

donde g (u) = h(u) — ¢ (u) s (u) . Los puntos a y b estdan determinados por s y la constante
¢ € (a,b) . Los puntos mas importantes de la conceptualizacién se exponen en las siguientes

dos subsecciones.

3.2.1 Una catastrofe estocastica

Proporcionamos aqui una descripciéon general sobre el anélisis de modelos de teoria de
catdstrofe bajo el contexto de ecuaciones diferenciales estocésticas.

En muchas aplicaciones, si denotamos a la variable cuantitativa a través del tiempo por
x (t), quisiéramos estudiar los cambios de esta variable a través del tiempo. En el corazén de
la definicién de Ito de una ecuacion diferencial estocastica de una variable x (t) se encuentran
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dos funciones. Intuitivamente descritas, la primera p (x) especifica la razén de cambio de la
variable z (), y la segunda o2 () especifica la "varianza" de esta razén. En este sentido, la
palabra "varianza" muy vagamente describe su significado. La parte aleatoria w;, se asume
(en la formulacién de Ito) que es lo que técnicamente se conoce como un proceso de Wiener,
una idealizacién matemadtica de un proceso Browniano. Esta suposicién es razonable para
modelos simples de una gran clase de fenémenos estocdsticos, en las ciencias biolégicas,
sociales y exactas. Las funciones p (z) y 02 (z) se definen de la siguiente manera

E[X({t+h) — X)X () =qa]

i) = lim h ’
s g BELX(+h) - XOPF[X (1) =)
o (z) = Jim h '

En el contexto de genética poblacional, la funcién u (x) se conoce como cambio o "drift" y la
funcién o2 (x) como difusién. En esta descripcién adoptaremos tal terminologia. Habiendo
descrito todos los integrantes que entran en juego en la ecuacién diferencial estocastica que

estudiaremos, es tiempo de presentar a tal ecuacién:
dry = p(z¢) dt + o (x;) dwy (3.8)
La aproximacién discreta a la anterior ecuacién diferencial estocdstica estard dada por:
Az = p () At + 0 (20) wy

en donde u; es una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién N (0, At)
y ademds independientes de x;.

Antes de seguir con nuestro anélisis, tenemos que cambiar nuestra manera de concebir
la solucién a la ecuacion diferencial anterior. Para poder extraer el maximo beneficio del
paradigma de Ito en la solucién de ecuaciones diferenciales estocdsticas hay que convencerse
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de que es de mayor utilidad enfocarse en el marco estadistico en que podamos incrustar una
solucién a dicha ecuacién. Nos referimos a que es més informativo estudiar la funcién de
densidad de la variable estocédstica que surja como solucién, que el estudio de las trayectorias
de dicha variable.

El comportamiento a través del tiempo o la evolucién de una funcién de densidad de una
variable, en donde el comportamiento de esta regido por una ecuacién diferencial estocdstica,
es descrito necesariamente por una ecuacién diferencial parcial. Esto es porque la funcién
de densidad f (z,t) en este caso es una funcién tanto de z como de ¢ (tiempo). De manera
muy interesante, esta evolucién esta completamente determinada por las funciones p (z) y

0? (z) a través de la siguiente ecuacién:

of _9(u(z) f(x,1)) N 0* (o* (2) f (2,1))
ot Ox Ox2 '

A esta ecuacién se le conoce como la ecuaciéon "forward" de Kolmogorov. Sin embargo,
generalmente la solucién no se puede dar explicitamente. Sin embargo es muy fécil obtener

la solucién cuando se ha llegado a un estado de equilibrio, esto es, cuando se tiene que

of

E—O.

Esta solucién esta dada por la férmula de Wright (1938):

F@) = Lexp [ / ’ Mds} (3.9)

en donde 7 es una constante de tal manera que

/_Zf(x)d:c:l.

La férmula de Wright nos provee de una densidad estacionaria para cualquier proceso cuya
dindmica puede ser descrita por una ecuacién diferencial estocéstica de [to, (3.8). El valor
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f () dx es la probabilidad de que las trayectorias individuales pasen a través del intervalo
[z, x + dz], una vez que la poblacién haya alcanzado el equilibrio.

Las dindmicas de un modelo de catdstrofe usualmente son descritas en términos del
potencial: el sistema se mueve hacia el punto de menor potencial. Si denotamos por V' ()

al potencial, la dindmica es

dx ov

— = 3.10

dt ox ( )
Las singularidades de V' (z) son los puntos z tales que %—‘; = 0, que son exactamente los

puntos para los cuales se alcanza el equilibrio. Estos puntos serdn estables o inestables de
. 82‘/ 3 2 82‘/
acuerdo al signo de 5 y los puntos catdstrofe estaran dados por - = 0. La manera mas

simple de convertir a (3.10) en una ecuacién estocdstica es mediante la adicién de un término

estocastico

dx; = —g—vdt + Vedw. (3.11)
T

Ahora, si aplicamos la ecuacién de Wright a la ecuacién (3.11) obtenemos una densidad

estacionaria que es

f@) = dexp {—1 g_vd]
— Yexp {—Vf)}.

Si aplicamos logaritmo a ambos lados obtenemos

log f = logvy — @

A partir de esta ecuacién es inmediato que las singularidades de log f corresponden a las
singularidades de V. Por lo que toda la maquinaria topoldgica descrita en el capitulo 2 que
caracteriza a las singularidades de V' se aplica directamente a log f.
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Ejemplo 3.2 Analicemos qué pasa en el caso de que nuestro potencial describa el compor-
tamiento de un modelo de catdstrofe "Cusp”.

La dindmica de este modelo esta dado por

d
d_ytc = — (a1 + asx + a3x2 + a4$3) .

Mediante una reparametrizacion podemos reescribir la ecuacion anterior y obtener

dx 3
gzr(a—kﬂ(ﬁ—)\)_@_)‘))’

dzx

o = 0, i.e. las soluciones

los valores de equilibrio de x son los valores para los cuales se tiene

a

O=a+p(x—)\—(x—\)>.
En este caso, la densidad estacionaria que se obtiene es

04(33—)\)—1-%5@—/\)2—%(:c—)\)4

f(x)=1exp 5

en donde § = £.[5]

A pesar de lo anterior, al momento de aplicar los modelos catédstrofe a un fenémeno fisico
que resulta importante describir, surge una pregunta de manera natural, ;cémo estimo estos
modelos?, ;de qué manera puedo incorporar la informacién que recopilo de mi fenémeno
de interés y plasmarlo en un modelo catdstrofe?. Pueden existir algunas respuestas a esta
dltima pregunta, fundamentalmente en Cobb (1980), quién logra establecer, de una manera
metddica y bien justificada una respuesta a estas preguntas; su propuesta establece cémo
concebir la incertidumbre como aleatoria para dar una via estadistica al proceso de estimacion
de los modelos catastrofe. Cobb proporciona una liga entre los modelos de catéstrofe y la
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modelacién estocdstica que permite la estimacion estadistica de los pardametros involucrados

en la descripcion del modelo de catdstrofe.

3.2.2 La liga de Cobb

La familia multimodal de la distribucién exponencial comprende cuatro distribuciones
importantes, que se desprenden como un caso especial de ella. Estas clases de distribuciones

pueden ser expresadas en su forma general por

f (&) = £(8) exp [— /e Egd] | (3.12)

en donde g (z) = By + 12+ ... + B2", k > 0 y v (z) tiene una de las siguientes formas
principales:

Tipo N (Familia Normal): v (z) =1, —oo < x < 00

Tipo G (Familia Gamma): v (z) =xz,0 <z < 00

Tipo I (Familia Inversa gamma): v (z) = 2%, 0 < 2 < o0

Tipo B (Familia Beta): v(z) =2 (1 —2),0<z < 1.

La integral en (3.12) serd entendida como una integral indefinida y el dominio de f (z)
serd el dominio en donde v (x) es positiva. En (3.12), la funcién ¢ : RFf1 — R es la
constante de normalizacién que hace que f; () integre a 1. Al polinomio g se le llamaré el
polinomio de forma de la densidad f. Nos referiremos como moda y antimoda a los maximos
y minimos de la densidad.

Analicemos (3.12). Derivando el logaritmo a ambos lados de (3.12) da como resultado

— (3.13)



3.2. UN VIA PARA LA CONCEPTUALIZACION ESTOCASTICA DE LOS MODELOS
CATASTROFE

Observamos que como estamos tinicamente concentrados en el dominio de f, que es en donde
v es estrictamente positiva (al igual que f es estrictamente positiva en su dominio, eso es
facil de ver a partir de la expresion (3.12), fijarnos en los puntos criticos de la densidad f
es fijarse en las raices del polinomio g. Que ese punto critico sea una moda o una antimoda
depender del signo de ¢” (). En las raices de v (z) la densidad presenta ceros (f (z) — 0)
o un polo (f (z) — o0) dependiendo en los coeficientes de ¢ (x). Las tnicas excepciones
a esto ocurren cuando ¢ (z) y v (z) comparten raices, estos puntos son puntos degenerados
frontera para la densidad.

La liga que hemos estado anunciando, entre los modelos catastrofe y la modelacién es-
tocdstica es el polinomio g. Es en esta funcién en donde recae la forma de la densidad
multimodal exponencial y la forma de la superficie catdstrofe, estableciendo el puente entre
los modelos catdstrofe y estocédsticos.

Estadisticamente nos basaremos en la familia multimodal de la distribucién exponencial
para estimar los pardmetros del polinomio de forma, de nuestro modelo catastrofe. Al
hacer esto, estaremos estimando los pardametros de la superficie catdstrofe. Los médximos y
minimos de la densidad multimodal estimada, f’'(z) = 0, serdn los puntos que conformaran

la superficie catdstrofe g (z) = 0.

3.2.3 Los principales grupos de densidades de la familia multi-
modal exponencial.
La funcién en la que recae la diferenciacién de los tipos de densidades estacionarias

consideradas es v () . Para simplificar la notacién, nos referiremos como Ny, (z) a la densidad
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que pertenece a la familia de densidades del tipo N de grado k, y andlogamente para Gy (x) ,

Iy () y Bg () .

El grupo N,

El grupo Ny, tiene como principal miembro a la densidad normal, N;. El grupo expuesto
en la figura 1, N3, fue primero analizada por Fisher (1922), pero ha recibido atencién oca-
sional. La relevancia que tienen N3, G3 y I3 al andlisis estadistico del modelo de catdstrofe

?Cusp” ha sido reciente. [6]. La forma general de la densidad Ny, es

Ni () = {exp [9190 + 092 + - + 9k+1$k+1}

en donde 0; = — ’Bjj‘l . N}, tiene momentos finitos de todos los ordenes si k es impar y 05,1 < 0.

El grupo Gy

El grupo de densidades Gy tiene como miembro principal a la densidad gamma, Gy,
e incluye a las densidades exponencial y Rayleigh. La forma general de esta familia de
densidades es

G () = €2 exp [Glx + O+ + Hkxk]

endonde o =1— 5y 0, = —% G tiene momentos finitos de todos los ordenes si @ > 0 y

0k<0-

El grupo I;

El grupo de densidades I, tiene como miembro principal a la densidad gamma inversa,
I,. La densidad I es una generalizacién de la densidad gaussiana inversa. La forma general
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de esta familia de densidades es

Iy () = £x% exp ['yx_l + 012+ 022 + -+ Hk_lxk_l}

donde o = —f3; v = By y 0; = —% I tiene momentos finitos de todos los ordenes si

’Y<0y9k,1<0.

El grupo B,

Por 1ltimo, el grupo de densidades By, tiene como miembro principal a la densidad beta,
B;. La densidad B3 ha sido usada en genética poblacional para describir la frecuencia de los
heterocigotos con ventaja. Esta densidad es de particular interés, pues como se muestra en
la figura 3.2 presenta un comportamiento de W, esto es, una moda central entre dos polos

(f () — o0). La forma general de esta familia de densidades es

Bi(z) =& (1= 2) "exp [1a + 022® + -+ + 12" ]

k
; p
endonde o =1—f,, v=1+ Zﬁi y b= i:j; . By tiene momentos finitos de todos los
=0

ordenes si a« > 0y v > 0.

Existen otros grupos de densidades que se desprenden de la familia de densidades multi-

modal, como la t — student; sin embargo, las més conocidas son las descritas anteriormente.

Una vez presentadas las densidades con las que trabajaremos, estableceremos algunas
técnicas de estimacion de sus pardametros.
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3.3 Estimacion de las densidades liga

Presentaremos en esta secciéon presentamos dos maneras posibles de contrarrestar la
dificultad inicialmente descrita. La primera de ellas estd basada en un método de estimacion
por momentos. La segunda manera estd basada en un método de méxima verosimilitud, el

cual permite el establecimiento y planteamiento de hipdtesis.

3.3.1 Estimacion mediante momentos

Este método de estimacion de superficie de catdstrofe se puede concebir, de manera
general, como la solucién de un sistema lineal de ecuaciones. Una manera directa en que
se puede pensar, es estableciendo el método de estimacién de parametros de Pearson, que
relaciona los k + 1 pardmetros del polinomio g (z) de (3.12) con los primeros k+ 1 momentos
de la densidad. El problema aqui radica en lo siguiente: en el caso de la familia multimodal
de la distribucién exponencial no existe una férmula general que relaciona los k+1 momentos
con los pardametros de la densidad. Sin embargo, existe una manera alternativa de proceder
que relaciona 2k primeros momentos con los pardmetros. Esta manera de proceder esta

basada en el siguiente resultado:

Teorema 3.3 Sea X una variable aleatoria con densidad f (x) del tipo Ny, G, I y By con

k > 0. Para cualquier j > 0 se tiene que

B [X7g(X)] = B [{x70(x)}].

Demostracion:
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Usemos (3.13) e integremos por partes. Sea (a,b) el dominio de f. Entonces

—v () f'(z)

f(z) }f(m) dr = —/abffjv (z) f' (z) dz

E[X7g(X)] :/aba:jg(x)f(a:)dx:/abxj{

Ahora, integrando por partes

—/ o (z) f (x)de = —a'v (2) f (2)], +/ v (x) f(z)dx

Notando que z7v (z) f (r) — 0 cuando z — a y © — b para el caso de las densidades
que estamos considerando, se tiene el resultado.

|

De este resultado se desprende directamente las relaciones entre los pardmetros y los

momentos que estamos buscando.

Corolario 3.4 Para cada una de las cuatro densidades principales de la familia multimodal

exponencial existe una formula recursiva para los momentos no centrales i, :
k

Tipo N: Zﬁi:ui-l—m = My —1

=0

k
=0

k
TZpO I Z Bi:ui+m = (m + 2) lum+l
=0
k
=0

Para el caso en el que k£ = 1 estas férmulas ya han sido trabajadas. El procedimiento

para la estimacién puede ser generalizado con el siguiente resultado

Corolario 3.5 Sea My 111 la matriz de momentos para la variable aleatoria X : [M]w =
Hitj—2.- Entonces

MB =«
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en donde a; = E [{X7710 (X)}].

Este corolario nos provee de una relacién entre los pardmetros y los momentos que es

muy util para efectos de estimacién. Simplemente usando el hecho de que,

—~

B=M"'a

en donde las entradas de M~ y de @ son los momentos muestrales. Las entradas de a
dependeran del tipo de densidad con la que se esté trabajando. Del resultado anterior existe
un detalle que debe tomarse en cuenta. ;Existe siempre M ~1? 0sino j para qué casos tiene
sentido este cémputo?. La respuesta es que no se tiene que siempre la existencia de M-,
Sin embargo, existe un resultado que nos garantiza que M es invertible con probabilidad 1.

Veamos el siguiente lema:

7 i+7j—2 —
Lema 3.6 Sean X, X5, -+, X, v.a.i.i.d. Sea [M] = anﬂ . Entonces M es una
* k=1
matriz positiva definida con probabilidad 1.
Demostracion:
Sea vy = (Yq, - ,7) un vector arbitrario distinto del vector cero. Notemos que n~y’ M v =

n
(’Yo + 7y X+ ’kal-k)2 . Mas como X tiene una densidad continua se tiene que
=0

P(vo+nXi+- 47X =0)=0

para ¢ =1,...,n. De lo anterior se tiene que el resultado se cumple.
[ |
Se tienen dos resultados que pueden dar cierta fortaleza estadistica a nuestro estimador
por el método de momentos. Las propiedades a las que nos referimos son: consistencia y
normalidad asintética.
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Teorema 3.7 FEl estimador B — M@ es consistente Y /n (,@ — B) es asintoticamente

normal multivariado con matriz de covarianzas V, tal que

anvan, — £ { (a - 3] ) (5, - 7], )}

Demostracion:

Consistencia:

Por el lema demostrado, se tiene que M es invertible (c.p.1). La funcién que lleva una
matriz a su inversa es diferenciable respecto a cada una de sus entradas, por la Ley Débil de
Grandes Numeros se tiene que M-S M y que Mt pL Ademss, a =z a, por lo

tanto

Normalidad asintética:
Tenemos que /n (]\/4\ - M > = 0,(1) y B— B = 0,(1). Consideremos la siguiente
identidad
Vs (3-) v (o~ ) v (3 -11) (3-)

Cada entrada del segundo término del lado derecho es O}, (1) 0, (1) = 0, (1) . Por lo que

(=) -0 2 5)] 2

Ahora, /nM1 <Zi - M B) puede ser escrito como %, donde K (x) es un vector de
i=1

polinomios de z. Es facil ver que E'[h(X)] = 0. Sea [V];; = E [h; (X) h; (X)]. Entonces se

2

tiene que /n (B — ﬁ) es asintéticamente normal N (0, V') por el Teorema Multivariado del

Limite Central.
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Hasta el momento hemos descrito una técnica de estimacién que nos ha dado una he-
rramienta para la manipulacién de la variable dependiente de nuestro modelo de catédstrofe.
Sin embargo, ;cémo introducimos en este procedimiento de estimacién la informacién que
nos proporcionan las variables que conforman el vector control?

La manera de incorporar la informacién del vector control la expondremos mediante un
ejemplo de estimacién de la superficie catéstrofe "cusp". Para las demés catéstrofes se puede
generalizar este procedimiento.

El modelo canénico cusp esta definido mediante

0=a+6<?)—<ygk)3, (3.14)

en donde A\ puede ser pensado como un pardmetro de localizacién y o un pardmetro de

escala. A los pardmetros a y [ se les denomina como pardmetros control. Se presenta una
grafica de esta superficie en la figura 3.4.

Este vector control bi-dimensional (a, 3), que surge en el caso de la catédstrofe "cusp",
puede depender de las variables independientes X1, X5, ..., X,,, en donde n puede ser mayor
que 2. Para relacionar estas n variables con el vector control se propone establecer la siguiente

dependencia:

a = apt+arXq+...+a,X,
B = Bot+BiXi+...+8,Xn

Para poder utilizar los resultados de estimacién mediante la técnica de momentos enun-
ciaremos una versiéon modificada del teorema 3.3, que nos ayudard a estimar la superficie
"cusp" incorporando la informacién de las variables que intervienen en el comportamiento
del vector control
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Figura 3.2: Superficie de catdstrofe "cusp", que en su forma canénica es: 0 = o + Bz — 2°.

Teorema 3.8 Sea g (z,y) una funcion polinomial de x yy tal que

0</:exp [—/g(w,y)dy

Sea & el reciproco de tal cantidad. Definamos a la densidad condicional de la Y| X por

< 00.

f (yl2) = Eexp [—/g (5,9) dy] |

Supongamos que la densidad conjunta tiene momentos de todos los drdenes y sea h(z) la

densidad de X. Entonces para cualesquiera enteros no negativos j y k se tiene que
E[X'Y*g(X,Y)] = kE [X/Y*]

Demostracion:
Notemos que primero lo siguiente: f (y|z) es asintéticamente cero cuando y tiende a oo
0 a —o0o. Como g (z,y) es un polinomio, tenemos que igual se tiene que y tiende a co 0 a
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—00. A partir de la definicién de f (y|x) podemos escribir a g (z,y) de la siguiente manera:

[8f(y|:c)]
Ay

9(z,y) = —m-

De aqui que
BLovig(y)] = [ [elt () f o]0 h @) dyds
- / / 2yt (—0f (y]2)) b (x) dudy

- [ohia) { [ -01 (1) dy} da

Ahora, integrando por partes se tiene que

—/y’“af(y!:v)dy - —y’“f(y!w)looooJrk/y’“1f(y\x)dy
= k‘/y’“‘lf(ylﬂﬁ)dy-

Por lo tanto

v ey)) = [on@{ [ orulaa o= [onw k[ oo a

= kE[XYM]

|

El ejemplo para el cual estimaremos la superficie de catédstrofe "cusp" fue tomado de
[3]. Los datos fueron tomados de un estudio de rendimiento de manejo para analizar el
desempeno de los choferes antes y después de haber ingerido alcohol. Para este ejemplo se
considera un modelo con una variable explicativa para el vector control, lo que da como

resultado

a = Oé()—i-Oéle (315)

5 = 50"‘51){1
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en donde X es introversién la cual se midi6 bajo la escala Bernreuter. A partir de (3.15) se

tiene que la funcién polinomial g (z,y) que estd asociada a este fenémeno de interés es:

g (x,y) = b1 + bow + b3y + bazy + bsy” + bey”

de donde mediante una serie de operaciones se tiene que:

A= ;Tbj’ o= bgi
ap = —0 (b + bgA + bsA% + bgA?)
a; = —o(by+ b))
By = —o(bsg+bs))
B = —0°by

Para este ejemplo se aplicé el teorema anterior con j =0y k=0,1,2,3yj=1y k=0,1.

Estos casos dieron el siguiente sistema de ecuaciones:

Elg(X,Y)] = 0
EYg(X,Y)] = 1
E[Y?q(X,Y)] = 2E[Y]
E[Y?9(X,Y)] = 3E[Y?
E[Xg(X,Y)] = 0
EXYg(X,Y)] = E[X]
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que es equivalente a
b1+ boE (X) +b3E(Y) +bE(XY)+bE (Y?) +bE (Y?) = 0
WE(Y)+bE(YX)+bE (Y?) +bE(XY?) +bsE (Y?) +bE (Y*) = 1

b E (Y?) +bE (Y?X) 4+bsE (Y?) +baE (XY?) +bsE (Y*) +b6E (Y°) = 2E(Y)

bE (Y?)+bE (Y2X) 4+bsE (Y*) +biE (XY?) +bsE (Y°) +0E (Y®) = 3E[V?]
b1 E (X) +boE (X?) +b3E (XY) +b,FE (X?Y) +bs E (XY?) +bE (XY?) = 0

b E (XY)+bE (X?Y) +bsE (XY?) 40, E (X?Y?) +bsE (XY?) +bE (XY*) = E(X).

La superficie ajustada se presenta en las figura 3.5 y los datos son presentados en la figura

3.6.

3.3.2 Estimacion mediante maxima verosimilitud

Este paradigma de estimacién no nos resultard nada extrano, aunque estemos estimando
los pardmetros de una superficie de catdstrofe. Esto es debido a que la familia de densidades
con las que estamos trabajando pertenecen a una generalizacién de la familia exponencial.
Debido a esto, en esta parte no nos detendremos demasiado en la teorfa y nos enfocaremos
de una manera importante en la descripcién de la implementacién del método mediante un
ejemplo de estimacién para la superficie de catdstrofe "cusp".

Debido que las densidades Ny, G, I, v By pertenecen a la bien conocida familia expo-
nencial, no nos serd dificil demostrar que si contamos con una muestra de variables aleatorias
independientes X, X, ..., X, de una de las anteriores densidades los siguientes vectores son
los estadisticos minimos suficientes:

Tipo N (Familia Normal): (3 X, > X% ..., Y X)),
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Figura 3.3: Superficie de catédstrofe estimada mediante el método de momentos.
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3.3. ESTIMACION DE LAS DENSIDADES LIGA

Tipo G (Familia Gamma): (> In(X),> X,..., > X*).

Tipo I (Familia Inversa gamma): (> X', > In(X),..., > X*1).

Tipo B (Familia Beta): (> In(X),> In(1—-X),...,> X*1).

No es dificil mostrar que el Hessiano de la log-verosimilitud negativa, para el caso de estas
cuatro familias de densidades, es una matriz definida positiva. De aqui que los estimadores
de méxima verosimilitud son tinicos, por lo que en principio pueden ser calculados. Veamos
el caso particular para estimar la superficie de catdstrofe "cusp".

La funcién de densidad estdandar de la superficie de catéstrofe "cusp" es:

ror=com (o (12) ¢ 5 (52) - 1(222))

Supondremos que el vector control bi-dimensional depende de las variables independientes

X1, Xa, ..., X, por lo que supondremos que las variables control tienen la siguiente estruc-

tura:

a = agt+ o Xi+...+a,X,,

B = bot+BiXait. ...+ 6, X

A partir de la anterior suposicién se tiene que densidad estédndar de la superficie de catédstrofe

"cusp" es:

flylz) = Eexp (a0+a1x1+...—|—anxn)(y;)\)+

2 4
%(ﬁo+51$1+...+ﬁnﬂfn)(u) _}L<y—>\)].
o

o

La anterior densidad puede llevarse a la forma canénica exponencial cuando se establece
un cambio de variable biyectivo entre los pardmetros de éstas densidades. De aqui que, la

52



CAPITULO 3. MODELANDO ESTOCASTICAMENTE UNA CATASTROFE

densidad candnica toma la forma:

f(ylz) = Eexp [Tlxly + Ty + ..+ TpZpy + 011y + ooy .0, Tyt

[y + oy + psy® + ey’ -

El objetivo es estimar el siguiente vector de pardmetros

T = (T1,T2 s Trs M1 Nas - o s s 15 Hoys Mg fhy) -

Sea S el vector de medias muestrales definido por

1 — ] — 1 — 1 —
SY == Ezl}/zagzl}/;?EZlK?)?ﬁZlYf)?
Sxy = E;XM,E;X%Y;,...,E;Xnm),
Sxve = %zmjxuyf,%ijxzm%...,%ixmifi?),
=1 =1 =1

en donde S = (Sy, Sxy,Sxy2)" . Definamos por M (7) el vector de esperanzas de f (y|z)

definido por

My (r) = (EY],E[Y?],E[Y’],E[YY]),
Mxy (T) = (E [le] 7E [X2Y] Yoo 7E [XnY]) )

Mxyy2 (1) = (E[X1Y?],E[Xo,Y?], ... E[X,Y?]),

en donde M (1) = (My (1), Mxy (1), Mxy=> (7))" . Sea Hanisxanssa (1) la matriz de covari-
anzas de las variables aleatorias en cuestion.

El método de estimaciéon via médxima verosimilitud es una bisqueda utilizando el algo-
ritmo de Newton-Raphson. Empieza con un valor inicial para 7, que puede ser por ejemplo
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to el vector de estadisticas suficientes minimales. Con cada iteracion, la aproximacién se va

mejorando sumando la cantidad [S — M (¢)] [H ()] ", esto es,
t+[S—M@®][H )] .
Este ciclo de iteraciones se realiza hasta que
S=M(t),

dentro de un margen numérico adecuado. Debemos notar que para cada iteracion se tiene
que actualizar el vector M (t) y la matriz H (t) . Los momentos que el método requiere se
pueden obtener mediante integraciéon numérica, puesto que las expresiones cerradas para los

momentos de una densidad "cusp" no son conocidas. [4],[6].

3.4 Seleccién de variables

Hemos descrito en la seccién anterior algunas de las técnicas de estimacién de superficies
de catdstrofe reportadas en la literatura. Mas surge una pregunta muy natural: ;qué tan
bueno es el modelo que estamos ajustando a los datos?, ;jlos datos nos dan indicio a pensar
que es un modelo de catastrofe el que los describe?, si no los describe un modelo catédstrofe
.qué otros modelos pueden capturar un camino rigido y rédpido de aceleracién de los datos en
vez de un cambio discontinuo?, jcudl es la herramienta estadistica de que podemos disponer
para realizar esta bondad de ajuste?. De igual manera, para algunos experimentos u obser-
vacion de fenémenos naturales existen ciertas variables a las que se les denomina "variables
control", debido a que son variables a ser manejadas por el experimentador. Siendo el ob-
jetivo saber si existe relacién o impacto alguno de las variables control en la variable que
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es considerada como la respuesta, surgen también preguntas como jcudles son las variables
que tienen un impacto significativo en la variable respuesta?, ;qué metodologia estadistica

podemos aplicar en el contexto de modelos catéstrofes para saber esto?.

A continuacién describiremos la metodologia estadistica de la que nos serviremos para
tratar de establecer la significancia de las variables control en el modelo catdstrofe. Mas
debemos de tener en consideracién lo siguiente: debido a que el modelo de catdstrofe no es
lineal en sus pardmetros y que existe més de un punto para ciertas configuraciones del vector
control, es dificil definir una prediccién del error y por ende las pruebas de bondad de ajuste
son casi inutiles puesto que estds pruebas se basan fuertemente en el concepto de prediccion
del error [7]. Debido a esta complejidad no existe una prueba estadistica definitiva para
una prueba de hipétesis de un modelo de catdstrofe, sin embargo podemos hacer uso de la
técnica que a continuacién presentaremos y también considerar el contexto del fenémeno al

que pertenecen los datos.

3.4.1 Seleccién de las variables significativas en el modelo catastrofe

n CuSp n

Debido a que los modelos catédstrofe no son lineales en sus pardmetros y que existe més
de un punto para ciertas configuraciones del vector control, es dificil definir una prediccién
del error. Teniendo en mente que el modelo catastrofe no es lineal no se puede establecer un

analogo al R? que se utiliza en modelos lineales.

No existe una manera canénica de establecer una comparacién entre modelos no anidados.
Sin embargo, alguna versién de una razén de verosimilitudes nos puede dar una idea de que
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modelo es mds verosimil, como funcién de los datos.
Describiremos una manera de proceder para el modelo catédstrofe "cusp" propuesto
por [7].
Recordemos que al inicio de la seccién anterior se expuso la densidad estdndar de la

superficie de catdstrofe "cusp" la cudl es:

rcon (o5 5 (5 4 (5))

Recordemos también que supondremos que el vector control bi-dimensional depende de las

variables independientes Xi, X, ..., X, por lo que las variables control tienen la siguiente

estructura:

o = OZO—I—Oéle—i—...—{—O./an, (316)

B = Bo+BXi+...+8,X,.

Ahora, a partir del planteamiento (3.16), una vez estimados los pardmetros (o, as, ..., ay),
(B1,Bas---+B,), Ay o, icudles son los pardmetros que estadisticamente son distintos de
cero? Una manera de resolver esta pregunta es mediante la razén de verosimilitud.

El procedimiento de las variables que son estadisticamente distintas de cero se describe
a continuacion:

1) Estimar el modelo "bdsico" que solamente tiene como pardmetros a ag y f,.

2) Estimar el modelo para cada variable de manera independiente y calcular la funcién
log-verosimilitud para todas las variables.

3) Incorporar al modelo la variable con el valor de la funcién log-verosimilitud mas
pequeno del paso 2).
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Para esto realizamos lo siguiente, determinamos la diferencia entre —2 log (—verosimilitud)
del modelo bésico y el modelo con la variable incorporada y se comparan mediante la razén
de verosimilitud. Esto prueba la hipétesis nula, de que el coeficiente incluido en el modelo,
excluyendo las constantes (o, 3,) , es cero. Esta prueba nos dice si el coeficiente anadido es
estadfsticamente distinto de cero o no.

4) Realizar el paso 3) para todas las variables. Si el cambio es significativo, la variable
permanecerd en el modelo, sino serd desechada.

5) Los pasos 3) y 4) contindan hasta que el modelo previo es encontrado de nuevo o hasta

que no haya variables que agregar. 8]
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Capitulo 4

Una aplicaciéon de teoria de catastrofes

a un problema de salud publica

Como muchos otros paises latinoamericanos en vias de desarrollo, México enfrenta el reto
de plantear soluciones a necesidades sociales que se estdn presentando con el desenvolvimiento
del sistema econémico que se ha adoptado. Uno de estos problemas que se presenta y que
requiere un replanteamiento en las formas en las que se puede llegar a establecer una posible
solucidn, son las enfermedades crénicas no trasnmisibles (ECNT). Este es un problema del
area de salud publica.

Desde hace no mucho tiempo se ha registrado un notable incremento de las ECNT aso-
ciadas a estilos de vida no saludables. Estas enfermedades y trastornos en conjunto, entre
los que se encuentran la hipertensién arterial, la diabetes mellitus, la enfermedad coronaria,
los accidentes cerebrovasculares, la obesidad, desnutricion y algunos tipos de céncer, son las
principales causas de muerte, morbilidad, discapacidad y deterioro de la calidad de vida.

Otro aspecto critico de las epidemias de ECNT es el alto costo que representan para los
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servicios de salud el tratamiento y la rehabilitaciéon de pacientes con estas afecciones, factores
que acentian las inequidades existentes.

Entre las ECNT, la obesidad merece especial atencién, ya que es en si misma una en-
fermedad crénica y a la vez un reconocido factor de riesgo de muchas otras. El estudio y
abordaje de la obesidad no pueden desligarse de los de otras ECNT por diversas razones: 1)
porque comparten algunos factores causales y subyacentes comunes, como la alimentacion
inapropiada y el sedentarismo; 2) porque al identificar a los sujetos obesos se esta identifi-
cando a una alta proporcién de los sujetos en riesgo de padecer otras ECNT; 3) porque al
prevenir la obesidad (mediante la promocién de estilos de vida saludables) se previenen la
mayoria de las ECNT; y, por iltimo, 4) porque al tratar al obeso se disminuye el riesgo de
que sufra complicaciones y también se reduce el efecto mediador que tiene la obesidad en
relacion con otros factores de riesgo.

La desnutricién en sus diversas formas es la més comin de las enfermedades. Sus causas
se deben en general a deficientes recursos econémicos o a enfermedades que comprometen
el buen estado nutricional. Segin el manual internacional de clasificacién de enfermedades
es una complicacién médica posible pero que puede prevenirse y que tiene impacto muy
importante sobre el resultado de los tratamientos.

Hoy en dia la desnutricién es aceptada como un factor comin en la préctica clinica que
tiene como consecuencia un aumento en el tiempo de estancia hospitalaria, morbilidad y
mortalidad en los pacientes hospitalizados, debido al alto riesgo de complicaciones como
infecciones, flebitis, embolismo pulmonar, falla respiratoria, baja cicatrizacién de heridas y
fistula que éstos sufren. Como consecuencia, la estancia hospitalaria y los costos de la terapia
se incrementan significativamente.
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El estado nutricional en condiciones normales es la resultante del balance entre lo con-
sumido y lo requerido, lo cual estd determinado por la calidad y cantidad de nutrientes de
la dieta y por su utilizacién completa en el organismo.

En los iltimos anos se le habia restado importancia a la valoracién nutricional de los
pacientes, ya que los pardmetros hasta ahora desarrollados no han sido aprobados debido
a que en algunos casos se ven afectados por la respuesta a la enfermedad per se, ademas
de representar una relaciéon costo-beneficio importante para el paciente. Pero ahora debido
al impacto que tiene la nutricién en la evolucién clinica, se ha acrecentado el interés por

encontrar un marcador preciso de mal nutricién.

4.1 Un andlisis estadistico, dentro del contexto de teoria
de catastrofes, de un problema de salud ptiblica del
estado de Nuevo Leén

En base en la situacién anteriormente planteada y las consecuencias que presentan las
ECNT, es importante y crucial que los sistemas de salud publica cuenten con un método
para la prediccién de estas. Sin embargo, no podemos dejar de lado el impacto que tienen
en la nutriciéon de la poblacién el establecimiento y la aplicacién de politicas laborales y
econémicas. Un tema de estudio de gran interés es analizar de que manera impacta el salario
minimo en la nutricién de la poblacién en México. Esto debido a que una de las finalidades del
salario minimo es proporcionar lo minimo necesario para la subsistencia del trabajador. En
palabras de Abelardo L. Rodriguez, Presidente de la Reptiblica Mexicana de septiembre de
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1932 a noviembre de 1934 y uno de los principales actores que permitio el establecimiento del
salario minimo en México: el salario minimo debe de estar disenado para que el trabajador
con el pueda "satisfacer sus necesidades, tanto las mds apremiantes como aquéllas que lo
capaciten para acrecentar su cultura y desenvolver su existencia progresivamente”, para que
"disfrute de una vivienda confortable, de una comida nutritiva y de una indumentaria que

lo proteja de las inclemencias del tiempo”.

Un problema que se presenta en distintas zonas urbanas del estado de Nuevo Ledn es la
desnutricién familiar. Debido a esto, el Dr. Esteban Ramos Pena, de la Facultad de Salud
Publica y Nutricién de la Universidad Auténoma de Nuevo Leén, realizé una encuesta a 100
familias en los anos 2000 y 2005, con la finalidad de analizar establecer el comportamiento del
estado nutricional de las familias en ciertas regiones del estado de Nuevo Leén y su evolucién

en el tiempo.

4.1.1 Planteamiento del problema

Se presenta la necesidad de establecer un modelo que pueda describir el comportamiento
del estado nutricional, en particular, la ingéstica caldrica y su relacién con el ingreso mensual
de 100 familias encuestadas en los anos 2000 y 2005. Se tomé en cuenta el nimero de
integrantes de las familias, la elaboracién de productos alimenticios de autoconsumo, el
cultivo de hortalizas de traspatio y la crianza de animales para la alimentacién; actividades
que pueden tener impacto cuando se proveen de alimentos.
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4.1.2 Analisis descriptivo de los datos

Establecimiento de las variables con las que se trabajara

La manera en que describiremos el comportamiento del estado nutricional de las 100
familias en el ano 2000 y 2005 serd a través de una ponderacién de la cantidad de Kcal que

consume cada familia entre la cantidad de Kcal recomendadas por familia, en sintesis:

v Kcal consumidas por familia

~ Kcal recomendadas por familia’

La manera de obtener la cantidad de Kcal recomendadas por familia, en opinién del espe-
cialista, el Dr. Esteban Ramos, es la siguiente: se multiplica el nimero de miembros de la
familia por 2109Kcal, cantidad recomendada para personas mayores a 5 anos. A partir de

esto se tiene que:

v Kcal consumidas por familia

~ Ntmero de integrantes por familia x 2109Kcal

La forma de obtener la variable ligada al ingreso mensual es la siguiente: se ponderé el ingreso
mensual por familia con el ingreso del salario minimo. Lo anterior es debido que el salario
minimo esta disenado para poder consumir la cantidad de Kcal recomendadas diariamente
para no caer en un estado de desnutricién. De aqui que la variable control queda definida

COomo:

Ingreso mensual

Salario minimo mensual x Nimero de integrantes por familia’

El registro de las actividades familiares como: elaboracién de productos alimenticios de
autoconsumo, cultivar hortalizas de traspatio y la crianza de animales para la alimentacion,
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fue registrada como realizada o no. A estas variables las denotaremos de la siguiente manera:

Elaboran alimentos = FA
Crian animales = CA

Cultivan hortalizas = CH

El objetivo es establecer la relacién de Y con X, EA, CAy CH , y analizar su variacién
a medida que cambian los valores de las variables control. En este contexto, es de esperarse
que Y pueda manifestar cambios bruscos ante variaciones pequenas de X . Generalmente,
en las ciencias sociales se tiene el inconveniente que los cambios muy pocas veces ocurren
de instantédnea. En el caso de ingesta caldrica, bajo ciertas condiciones de las variables con-
trol, puede esperarse una transiciéon a valores aceptables en los estdndares internacionales.
Esta transicién puede darse en forma acelerada aunque no llegue a ser propiamente discon-
tinua. Por ello, pensar en un modelo de catdstrofes para describir este comportamiento le
resulta natural a los cientificos . Esto es, se planteo el paradigma de modelacién de catédstro-
fes: existe un rango de valores de las variables control (X,CA, FA y CH) de la poblacién
de interés, para las cuales Y tenga un comportamiento abrupto, o visto de otra manera,
podemos determinar los niveles de las variables control para las cuales se pueda observar un

comportamiento " no continuo " de la ingesta calérica?

Anadlisis de los datos

Es importante realizar un andlisis descriptivo de la informacién para entender las dis-
tribuciones base que sustentan a los modelos de catdstrofe, particularmente al modelo "cusp",
dado que regularmente se trabaja con el modelo normal. Cabe notar que estos tipos de anéli-
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sis descriptivos tienen sentido s6lo cuando consideramos a la variable Y per se.

Presentamos en las siguientes tablas el andlisis descriptivo de Y para los anos 2000, 2005

y considerando juntos los anos 2000 y 2005.

Cuantiles 2000 Y Cuantiles 2005 Y

100% 0.98538 100% 0.59973

75% 0.26159 75% 0.22168

50% 0.16691 50% 0.15265

25% 0.11354 25% 0.10549

0% 0.01883 0% 0.00005

Momentos 2000 Y Momentos 2005 Y

Media 0.2057 Media 0.1825
Desviacion Estandar 0.1509 Desviacion Estandar 0.1123

Cota 95% superior de la media | 0.2357 Cota 95% superior de la media | 0.2048

Cota 95% inferior de la media | 0.1758 Cota 95% inferior de la media | 0.1602

Presentamos en las siguientes tablas el andlisis descriptivo de X para los anos 2000, 2005

y considerando juntos los anos 2000 y 2005.

Cuantiles 2000 X Cuantiles 2005 X Cuantiles 2000-2005 X
100% 0.75973 100% 0.294 100% 0.75973
5% 0.37986 75% 0.13368 75% 0.28490
50% 0.28490 50% 0.09187 50% 0.14700
25% 0.18993 25% 0.06063 25% 0.08820

0% 0 0% 0 0% 0
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Histograma de las obervaciones Y para el afio 2005
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Figura 4.1: Histograma de las observaciones Y para el afno 2005. En éste se refleja el comportamiento

asimétrico que se habia detectado en las tablas de los cuantiles.
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Histograma de las obervaciones X para el afio 2005
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Figura 4.2: Histograma de las observaciones X para el ano 2005. En éste se refleja el comportamiento

asimétrico que se habfa detectado en las tablas de los cuantiles.
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Momentos 2000 X Momentos 2005 X
Media 0.28809 Media 0.09737
Desviacién Estandar 0.13595 Desviaciéon Estandar 0.05419

Cota 95% superior de la media | 0.26112 Cota 95% superior de la media | 0.08662

Cota 95% inferior de la media | 0.31507 Cota 95% inferior de la media | 0.10813

Momentos 2000-2005 X
Media 0.19273
Desviacion Estandar 0.14069

Cota 95% superior de la media | 0.17311

Cota 95% inferior de la media | 0.21235

De lo anterior se puede observar que la distribucién de los datos Y presenta una asimetria
con una cola derecha pesada. Lo anterior se puede observar en los histogramas que se
presentan en las figuras 4.1 y 4.3. Es claro que pensar en una densidad normal, no parece
razonable, en conjunto con el hecho de que la variable solo puede tomar valores positivos.

Entonces dado que se tiene un comportamiento asimétrico y datos estrictamente positivos,
se puede establecer la hipdtesis de que los datos pueden ser descritos mediante una densidad
de la familia gama (Gy). Recordemos que la expresion general de la densidad del tipo gama
es:

G (z) = €2 exp [012 + 0927 + - - + Opa”]

en donde ¢ es funcién de a y de los #.s. Una manera de corroborar la hipétesis de que
alguna de las densidades de la familia G} es apropiada para la descripcién de la superficie
de catdstrofes, es mediante una prueba de bondad de ajuste; en particular, seleccionamos
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Histograma de las obervaciones Y para el afio 2000
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Figura 4.3: Histograma de las observaciones Y para el ano 2000. En éste se refleja el comportamiento

asimétrico que se habia detectado en las tablas de los cuantiles.
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Histograma de las obervaciones X para el afio 2000
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Figura 4.4: Histograma de las observaciones X para el ano 2000. En éste se refleja el comportamiento
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asimétrico que se habia detectado en las tablas de los cuantiles.
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la prueba de Anderson-Darling, por sus conocidas propiedades estadisticas. Debido a que
existen ingresos nulos para algunas de las familias, solo se consideraon las obsservaciones
que tienen registros no nulos para la formacién de indice X, esto es 97 observaciones para el
ano 2000 y 98 observaciones para el ano 2005. A continuacién se muestra una tabla con los

valores del estadisticos de Anderson-Darling:

Estimaciones del estadisticos Anderson-Darling

2005 2000

G1 || 0.861237 || 0.390477

G2 | 0.583033 || 0.270558

Gs || 0.179923 || 0.277860

A partir de los resultados, vemos que mediante los estadisticos de Anderson-Darling
podemos establecer que, para densidad (3 es el mejor para el 2005 y las densidades G5 y G
para el 2000. En la figura 4.5 presentamos una grafica () — @) del ajuste de la densidad G3

para el ano 2005 y en la figura 4.6 presentamos el ajuste de la densidad a los datos.

En la figura 4.7 presentamos una grafica () — @) del ajuste de la densidad G5 para el ano

2000 y en la figura 4.8 presentamos el ajuste de la densidad a los datos.

A partir de lo anterior resulta razonable considerar las densidades de la familia (G}, en nues-
tro andlisis. A continuacién veremos las técnicas usadas para la estimacion de los pardmetros
de estas densidades, lo que nos llevars a conocer los pardmetros de las superficies catéstrofes.
Para ello usaremos los resultados de Cobb (1983) discutidos en el capitulo anterior.
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Figura 4.5: Gréfica cuantil-cuantil para los datos del ano 2005, del ajuste de la densidad Gj.

4.1.3 Estimacion de una superficie de catédstrofe

Recordando lo visto en la seccién 3.2, a partir de los trabajos de Cobb, se tiene estable-
cida una liga entre los modelos catdstrofe y una familia particular de densidades: familia
multimodal exponencial. Para estimar las superficies de catdstrofes, se empleard un miembro
de la familia multimodal exponencial, la familia gamma G}, la cudl tiene como caso partic-
ular a la distribuciéon gama cuando k£ = 1,basdndonos en el andlisis descriptivo de los datos
y de los resultados que se encontraron a partir de los ajustes, de las grificas cuantil-cuantil

y del estadistico de Anderson-Darling.

La familia de densidades G, tiene la siguiente forma:
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Figura 4.6: Gréfica de la densidad ajustada para los datos del ano 2005, del ajuste de la densidad Gj.
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Figura 4.7: Gréfica cuantil-cuantil para los datos del ano 2000, del ajuste de la densidad Gj.
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Figura 4.8: Grafica de la densidad ajustada para los datos del ano 2000, del ajuste de la densidad Gs.
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Gy () = €2 exp [01$ + 0022 4 -+ Hkxk]

en donde o =1 — 3y, 0; = —/BJ—J y ¢ es funcién de los pardmetros « y 6. G tiene momentos
finitos de todos los ordenes si a > 0y 0 < 0.

Se estimaron los pardmetros de las densidades G, G5 y G3 mediante las técnicas de
momentos y mediante el método de maxima verosimilitud reportadas por Cobb en (1981) y
(1983). Se estimaron los pardmetros para el caso en que se considera el modelo sin variables
control y para el caso en que se consideran las variables control que se han definido. Cuando
no se tienen variables control, la maximizacién mediante la técnica de méxima verosimil-
itud reportada en Cobb (1981), result6 ser la 6ptima para las tres densidades propuestas.
Cuando se considera la accién de variables control en el modelo, no se obtienen resultados
satisfactorios mediante ninguno de estos dos procedimientos cldsicos. Regularmente en estos
casos la funcién de méxima verosimilitud, no converge. Esto es debido a que la verosimili-
tud presenta algunas singularidades en ciertas vecindades del maximo verosimil. Mediante
la técnica heuristica del simplejo, se procedié a maximizar la verosimilitud. Se utiliza la

funcién fmisearch de MATLAB®, alcanzandose el méximo verosimil para todos los casos.

4.1.4 Resultados

Presentamos a continuacion los resultados que se obtuvieron al ajustar los modelos
catdstrofe en los dos casos: para la muestra en el ano 2000 para la muestra en el ano
2005. También se ajusté un modelo catédstrofe para el caso en el que se consideraron las dos
muestras como una sola: 2000-2005.
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Resultados para los datos del ano 2000

Presentamos la siguiente tabla que contiene los p-valores para cada variable, cuando se

consider6 solamente su efecto en el modelo catédstrofe correspondiente.

P-valores de las variable control para el ano 2000 en el modelo catdstrofe

X CH CA EA

Gy || 2.24098e¢ — 010 0.93464 0.04459 0.00383

Go || 2.426555e — 009 0.77179 0.05788 0.01538

Gs || 1.301118e — 009 0.53210 0.04373 0.03411

A partir de la tabla anterior se observa que las variables control que tienen un impacto
de manera individual en el contexto del modelo catéstrofe son: indice de ingreso (X), crian
animales (CA) y elaboran alimentos de autoconsumo (EA). Presentaremos en las figuras 4.9,
4.10 y 4.11 lo que hemos denominado la proyeccién de la superficie catastrofe bajo el modelo
en el que solamente consideramos la accién de la variable control indice de ingreso (X).
Esta proyeccién es la gréfica del punto catdstrofe Y, bajo el nivel de la variable control

indice de ingreso (X). Retomando la notacién del capitulo 3, la expresién (3.12)

ey

es la forma general de nuestra densidad, en donde g (y) = By + By + ... + B,y" es nuestro

f@hﬁzswmm{—/

polinomio de forma y 3, = (,; + B;27, de nuestro modelo catdstrofe. Luego, lo que hemos

denominado proyeccion catdstrofe es la gréfica A, tal que

A={@vlg W) =0AB, =B+ Bur}
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Figura 4.9: Proyeccién catédstrofe del modelo G; para los datos del 2000, en donde tinicamente se considera

en el modelo la variable catastrofe X.
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Figura 4.10: Proyeccién catédstrofe del modelo G5 para los datos del 2000, en donde tinicamente se considera

en el modelo la variable catdstrofe X.
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Figura 4.11: Proyeccién catédstrofe del modelo G5 para los datos del 2000, en donde tinicamente se considera

en el modelo la variable catdstrofe X.
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Siguiendo el procedimiento de seleccién de variables descrito en el capitulo 3, consider-
amos la variable que tiene el menor valor de la verosimilitud y continuamos incorporando
al modelo la siguiente variable hasta que se satisface la regla de paro del algoritmo. De
esta manera, la primera variable que se incorporé al modelo fue la variable CA y luego se

consideré el modelo con dos variables control, que fueron CA y EA.

CA-EA
G, || 0.00638
G, || 0.02173
Gs || 0.05254

Vemos que la incorporacién de la variable control EA en el modelo tiene significancia en
todos los modelos catastrofe que estamos considerando. El siguiente paso fue incorporar la
variable control indice de ingreso (X), puesto que fue la variable control, dentro de las que

fueron significantes, que tuvo el valor de la verosimilitud mé&s grande.

CA-EA-X

G, || 4.02181e — 005

G2 | 3.60922e¢ — 008

Gs || 4.19768e — 008

La incorporacion de la variable control indice de ingreso (X) resulté significante en todos
los casos. En las figuras 4.12, 4.13 y 4.14 presentamos las proyecciones catdstrofe para los
modelos catédstrofe G, G5 y G5 en el caso en que se considera en el modelo la accién de las
tres variables control que resultaron conjuntamente significativas.
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Figura 4.12: Proyeccién catdstrofe del modelo Gy para los datos del 2000, en donde se considera en el

modelo la accién conjunta de las tres variables control que resultaron significativas: CA, FAy X.
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Figura 4.13: Proyeccién catdstrofe del modelo G5 para los datos del 2000, en donde se considera en el

modelo la accién conjunta de las tres variables control que resultaron significativas: CA, FAy X.
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Figura 4.14: Proyeccién catdstrofe del modelo G5 para los datos del 2000, en donde se considera en el

modelo la accién conjunta de las tres variables control que resultaron significativas: CA, FA y X.
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Resultados para los datos del ano 2005

Presentamos la siguiente tabla que contiene los p-valores para cada variable, cuando se

consideré solamente su efecto en el modelo catdstrofe correspondiente.

P-valores de las variable control para el ano 2005 en el modelo catdstrofe

X CH CA EA

G1 || 8.45432¢ — 004 0.31508 0.86195 0.55844

Gy 0.001731 0.60709 0.84686 0.72137

Gs || 5.03010e — 004 0.70933 0.45897 0.67451

A partir de la tabla anterior se observa que la tnica variable control que tiene un im-
pacto de manera individual en el contexto del modelo catdstrofe es indice de ingreso (X). De
aqui que no se incorporard las informaciéon de las demaés variables control al modelo. Pre-
sentaremos en las figuras 4.15, 4.16 y 4.17 lo que ya hemos presentado como las proyecciones
catdstrofe, ahora para los datos del ano 2005 considerando tinicamente a la variable control

indice de ingreso (X).

4.1.5 Conlcusiéon de los resultados obtenidos

A partir de los resultados obtenidos se tienen observaciones importantes en los tres casos:
para los datos del ano 2000, 2005 y cuando se consideran las dos muestras como una. Es
importante, al momento de la interpretacién de los resultados, tener en cuenta la finalidad
de los modelos catdstrofe: detectar puntos o configuraciones en el plano de las variables
control para las cuales existe un cambio abrupto en el comportamiento de la variable que
se consider6é como respuesta y la capacidad de poder predecir futuras respuestas a distintos
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Figura 4.15: Proyeccién catédstrofe del modelo Gy para los datos del 2005, en donde inicamente se considera

en el modelo la variable catédstrofe X.
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Figura 4.16: Proyeccién catédstrofe del modelo G2 para los datos del 2005, en donde inicamente se considera

en el modelo la variable catastrofe X.
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Figura 4.17: Proyeccién catdstrofe del modelo G5 para los datos del 2005, en donde tinicamente se considera

en el modelo la variable catédstrofe X.
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niveles de las variables control. Estas son dos propiedades que caracterizan la finalidad de

los modelos catdstrofe.

Conclusién para los datos del ano 2000

Para el caso en el que tnicamente se considera la variable control indice de ingreso (X),
los modelos catdstrofe GGy y GG detectan un comportamiento creciente tanto en la media de
la poblacién (lo que se denoté en la gréfica como media de la superficie catédstrofe) como en
la moda de la poblacién (lo que se denoté como proyeccién de la superficie catdstrofe). Esto
puede tener tres interpretaciones:

> Si el monto del salario minimo crece, se tendria un mayor poder adquisitivo, implicando
un posible incremento en el consumo de calorias.

> Si se tiene una mejor planificacién familiar, el consumo de calorias por familia tenderia
a crecer.

> Si mds elementos de la familia pueden contar con un trabajo remunerado, el salario
familiar aumentaria y por ende el consumo de calorfas de la familia.

Para el caso en el que se consideré el modelo catdstrofe (G3, se tienen las mismas conclu-
siones. Sin embargo, el modelo presenta un cambio abrupto en la respuesta, lo que nos quiere
decir que se detecta un punto catédstrofe en los rangos de la variable indice de ingreso (X) que
se han registrado. Esto lo podemos ver en la figura (?7). En el contexto de la modelacién de
catdstrofes se registré un punto catédstrofe. Esto tiene una repercusién en el comportamiento
de la varaible Y, que es discontinua y creciente. Desde un punto de vista estadistico, en una
vecindad cercana a este punto catdstrofe se presenta una bimodalidad en la densidad Gj,
lo que nos da como resultado dos poblaciones respecto al comportamiento de la Y. Veamos:
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para este caso se tiene que el modelo catdstrofe (G5 detecta la existencia de dos posibles

poblaciones. La primera poblacién serfa la que se encuentra entre

X €[0.1,0.7)

y la segunda serfa la que se encontrarfa en el caso

X >0.7

El rango de valores de la respuesta (Y') para la primera poblacién estaria entre

Y €1[0.1,0.6)

y para la segunda seria

Y > 0.8.

Esto es algo a destacar. Si de alguna manera se puediera conjuntar en las familias, el tener
una mejor planificacién familiar, un incremento en los salarios y un incremento en las ofertas
y demandas de trabajo, se pudo haber incrementado para ese ano la ingesta de calorfas
por familia, a tal grado de que se pudo haber llegado cerca del cosumo minimo de calorias
requerido para no ser considerado en estado de desnutricién.

Para el caso en el que se consideraro el modelo completo, con las variables: CA, EA y X
todas las variables resultaron significativas. Se presentaron en las figuras (?7?), (??) y (77)
las proyecciones catdstrofe de estos modelos. Se puede observar un comportamiento que se
resalta. Si no se considera en el modelo la accién de las variables CA y EA, y nada mas
se considera el impacto de X, se tiene que el comportamiento que describe la poblacién en
media es mejor que cuando se considera la accién de las variables CA y EA, en los tres casos.
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Para el caso del modelo G5 se tiene lo siguiente: existe un punto el punto catdstrofe, donde
se observa que existe el cambio abrupto. En este caso, se detecta un cambio con una rapidez

mayor a la que se registrarfa normalmente en una vecindad del punto

X =0.63.

Todo lo anterior nos sugiere lo siguiente:

> Analicemos el comportamiento singular: si no se considera en el modelo la accién de
las variables CA y EA, se tiene que el comportamiento en media de la poblacién es mucho
mejor que cuando se considera la accién de las variables CA y EA.

Cuando no consideramos ninguna variable categérica que resulté significativa, CA o EA,
consideramos todo el elemento de la poblacién bajo las mismas condiciones. El compor-
tamiento que tiene toda la poblacién es creciente y el modelo catdstrofe detecta el compor-
tamiento de las dos familias que tuvieron el mayor indice Y a los valores mas grandes de
X. Cuando incorporamos una variable categérica en el modelo, por ejemplo C'A, éste dard
mayor peso a las familias que tienen la capacidad de poder realizar la actividad C'A, que las
que no. Debido a que el comportamiento en este caso respecto a la variable Y resulta ser
homogéneo sin importar el valor de X, a partir de la informacién disponible el modelo no
detecta un comportamiento que indique que existird un quiebre o un punto catédstrofe que
nos subird el indice Y de la poblacién.

> Para elevar el estado nutricional de las familias, se podrian, establecer programas
de orientaciéon de quéAndlogamente para cuando se incorpora la variable categérica EA.
Lo anterior tiene sentido por lo siguiente: lo que nos esta diciendo es que; el que una
familia tenga la capacidad de contar con el recurso de CA o de EA o de ambos, no cuentan
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con el manejo que se requiere para poder explotar al maximo dicha capacidad. Tenemos
que considerar que la disponibilidad de recursos econémicos de estas familias es muy baja,
y el tener que mantener en buenas condiciones animales para consumirlos o el elaborar
alimentos de autoconsumo cuesta dinero. Lo que podemos concluir es que en el ano 2000,
falté orientacion respecto a como criar los animales o también qué alimentos son los que les
brindardn una mayor ingesta caldrica. alimentos de autoconsumo preparar, qué hortalizas
cultivar y cémo brindar asesorfa acerca de cudles animales criar para autoconsumo.

> Se obsevar también los mismos puntos que se pudieron concluir para el caso en el que

nada mas se considera como variable control indice de ingreso (X).

Conclusién para los datos del ano 2005

Para este caso, unicamente se obtuvo que la variable indice de ingreso (X) fue signi-
ficativa bajo los modelos G1, G5 y G'3. En los tres casos detecta un comportamiento creciente
tanto en la media de la poblacién como en la moda de la poblacién . Esto puede tener las
mismas tres interpretaciones que se obtuvieron para el caso del ano 2000:

> Si el monto del salario minimo crece, se tendria un mayor poder adquisitivo, implicando
un posible incremento en el consumo de calorias.

> Si se tiene una mejor planificaciéon familiar, el consumo de calorias por familia tenderia
a crecer.

> Si mds elementos de la familia pueden contar con un trabajo remunerado, el salario
familiar aumentarfa y por ende el consumo de calorfas de la familia.

El caso en el que se considerd el modelo catdstrofe (G, se tienen las mismas conclusiones.
Sin embargo, para este caso existe un cambio abrupto en la respuesta, lo que nos quiere decir
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que se detecta un punto catédstrofe en los rangos de la variable indice de ingreso (X). Esto es
importante, puesto que aquf se explota una de las finalidades de los modelos catéstrofe, ver
figura (??). Podemos pronosticar un cambio abrupto en el comportamiento de la variable
respuesta. Si se eleva el nivel de la variable control indice de ingreso (X) a un nivel de 0.4
en adelante, tenemos que se elevarfa el nivel nutricional de las familias respecto a la ingesta

caldrica minima para no ser consideradas a un nivel de tan baja desnutricién.

4.2 Un analisis alternativo, bajo un contexto clasico

estadistico

La idea de esta seccién es brindar una manera clédsica de proceder para tratar los datos
que estamos trabajando. La manera clédsica que se presentard serd la aplicacién de un modelo
lineal generalizado. Este modelo en cuestién serd el Gamma. Lo anterior en base a la seccién
4.1.2, en donde se realizé un anélisis descriptivo de los datos para el ano 2000, 2005 y para
la muestra conjunto del 2000-2005. El objetivo es modelar el comportamiento medio de la
respuesta, considerando una o varias variables independientes, que en el caso de los modelos
catdstrofe se denominan variables control. Igual que en los modelos catastrofe, una de las
finalidades de los modelos lineales generalizados, es predecir a distintos niveles de las variables
independientes el comportamiento de la variable respuesta, pero en este caso se predice el

valor esperado.

Presentaremos el andlisis de los datos que se realizé, para los tres casos que se conside-
raron.
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4.2.1 Analisis para el ano 2000

Para la aplicacién del modelo lineal generalizado, se consideré en el modelo las cuatro
variables independientes con que contamos: X, CA, FEAy CH y como variable respuesta Y.

Se presenta a continuacién los resultados de dicho andlisis.

Pardametro Valor P-valor

Intercepto 6.3929 4.065¢ — 045

X —7.10567 1.1792e — 014
CA 1.393 0.07486
EA 2.1597 0.0019078
CH —0.26253 0.60906

Observamos que las variables X, C'A y EA que resultaron significantes en el modelo
lineal generalizado, son las mismas variables que resultaron significativas en el contexto del
modelo catdstrofe para el mismo caso. Una manera de corroborar el ajuste del modelo lineal
generalizado es analizar los residuales devianza. Estos residuales se deben de ajustar en
@ — Q plot a una normal estdndar. En la figura 4.30 se presenta dicha grafica

Se observa que el ajuste del modelo es aceptable, lo que nos da confianza para no rechazar
el modelo lineal generalizado. En la figura 4.31 se presenta la grafica del modelo

A partir de la gréfica 4.31 se observan los mismos resultados que en el caso del modelo
catdstrofe. Se tiene un mejor rendimiento si tinicamente consideramos en el modelo la variable
independiente X. Al parecer se tiene un rendimiento menor de la variable respuesta si se
consideran las demds variables en el modelo. De aqui que podemos llegar a las mismas
conclusiones que en el caso catdstrofe.
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Figura 4.18: Grafica Q — @ de los residuales devianza para el caso del ano 2000.
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Figura 4.19: Grafica del modelo lineal generalizado para el ano 2000.
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4.2.2 Analisis para el ano 2005

Se consideraron, igual que en el caso anterior, las cuatro variables independientes con
que contamos: X, CA, FA y CH y como variable respuesta Y. Se presenta a continuacién

los resultados de dicho anélisis.

Pardametro Valor P-valor

Intercepto 7.3955  4.8805e¢ — 015

X —17.192 0.00046529
CA —1.1711 0.15195
EA 0.70106 0.26745
CH —0.57821 0.41335

Observamos que en este caso la variable independiente indice de ingreso (X) resulté ser
significativa, al igual que en el modelo catédstrofe, en el que la tinica variable significativa fue
la variable indice de ingreso (X). Esto es algo peculiar. Para los dos paradigmas, las mismas
variables resultan ser significativas. Corroboremos el ajuste del modelo lineal generalizado
analizando los residuales devianza. Estos residuales, como ya mencionamos se deben de
ajustar en () — @) plot a una normal estdndar. En la figura 4.32 se presenta dicha grafica

Se observa que el ajuste del modelo es aceptable, lo que nos da confianza para no rechazar
el modelo lineal generalizado. En la figura 4.33 se presenta la grafica del modelo

De la grafica 4.33 se observan los mismos resultados que en el caso del modelo catédstrofe.
De aqui que podemos llegar a las mismas conclusiones que en el caso catdstrofe. Hay que
resaltar lo que se observo: se tiene el mismo rendimiento en cuestion de modelos, respecto a
las variables independientes. Tanto para el caso 2000 como en el 2005, las variables que son
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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Figura 4.20: Grafica Q — @ de los residuales devianza para el caso del ano 2005.
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Figura 4.21: Grafica del modelo lineal generalizado para el ano 2005.
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significantes bajo los dos paradigmas son las mismas.

4.2.3 Conclusiones del analisis

Existen algunas cosas a resaltar de la aplicacién de este método clasico de andlisis estadis-
tico. Una de ellas, es la similitud con el modelo catdstrofe, de variables que resultaron
significativas. Esta similitud, entre una versién clésica y el método catédstrofe hace resaltar

las ”buenas” propiedades o caracteristicas predictivas de los modelos catédstrofes.

4.2.4 Comparacién del rendimiento predictivo con los modelos

catastrofe

No existe una manera ficil ni canénica de comparar modelo estadisticos no anidados.
Teniendo esta dificultad, podemos ver en el horizonte las complicaciones que se nos presen-
tardn al comparar modelos que no fueron concebidos bajo la misma estructura filoséfica.
Sin embargo, en nuestro contexto tenemos algo muy favorable de nuestra parte. Tanto los
modelos lineales generalizados como los modelos catdstrofe tienen dentro de su gama de fi-
nalidades el predecir respuestas a distintos niveles de las variables independientes o control.
Esto sugiere realizar una comparacién del "rendimiento" predictivo que tienen estos mode-
los. La manera que se ha implementado en este trabajo para comparar dicho rendimiento
predictivo, es haciendo uso, en parte, de validacién cruzada.
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Descripcién del procedimiento

Se establecié el rendimiento predictivo de los modelos de la siguiente manera

una suma de cuadrados ponderada, en donde y; es la respuesta observada y 7; es la respuesta
predicha.

El método se describe a continuacién

D> Se procede a remover de la muestra una o un grupo de observaciones. Se considera
ahora como la muestra, a la muestra original menos las observaciones removidas

> Con la muestra con que nos quedamos, se estima el modelo con el que estemos traba-
jando

> Se estima o se estiman las observaciones que fueron removidas y se calcula el sumando
correspondiente de RP.

> Se repiten los pasos 1 a 3 hasta que se hayan estimados todos los elementos de la
muestra.

Hay que esclarecer cuando se remueve un grupo de observaciones, los grupos de forman

de manera aleatoria.

Resultados para el ano 2005

A continuacién se presentan los resultados del procedimiento de comparacién. Se presentan
en la siguiente tabla los resultados de RP para el ano 2005 para los modelo Gy y G5 junto
con el valor RP para el modelo lineal.
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Figura 4.22: Gréfica en la que se presentan los datos para el ano 2005 junto con las predicciones realiza-

das.con Go y M LG

Modelo Valor RP
G 0.011646
Go 0.011690

MLG  0.010837

Podemos observar que, en comparacion, los modelos catastrofe con los MLG, son préc-

ticamente equivalentes en cuestién de prediccién. Podria establecerse que el modelo lineal
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generalizado tiene un mejor rendimiento predictivo, mas es muy leve esta ventaja.

Resultados para el ano 2000

A continuacién se presentan los resultados del procediemiento de comparacién entre los
modelos lineales generalizados y los modelos catdstrofe. Se presentan en la siguiente tabla
los resultados de RP para el ano 2000 para los modelo (G; y GG junto con el valor RP para

el modelo lineal.

Modelo Valor RP

G, 0.0144094

Go 0.0183922

MLG  0.0153222
Podemos observar que, en comparacién, los modelos catastrofe con los MLG, son préc-
ticamente equivalentes en cuestion de prediccién. Podria establecerse en este caso que el
modelo (G; tiene un mejor rendimiento predictivo que el modelo G5 o que el modelo lineal

generalizado.
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Figura 4.23: Grifica en la que se presentan los datos para el afio 2000 junto con las predicciones realizadas

con G1 y MLG
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Figura 4.24: Grifica en la que se presentan los datos para el afio 2000 junto con las predicciones realizadas

con Gy y MLG
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Capitulo 5

Conclusion

De lo descrito en este trabajo es importante notar que, como toda teoria, cuando se "toma

" para describir otra clase de fenémenos, la teroria de catdstrofes puede tener

prestada
ventajas y desventajas. Las ventajas de la aplicacién de este modelo giran alrededor de su
capacidad predictiva, el poder explotar la capacidad de describir las tendencias de los datos
de manera que reflejan mds fielmente la dindmica del problema, como se puede apreciar
en los andlisis del ano 2000 y 2005. La capacidad intrinseca de pronosticar valores en la
variable control del experimento para los cuales existe un cambio abrupto, lo convierte en
una herramiente 1til en la toma de decisiones. Estos puntos deberdn de ser entendidos
como pronésticos de un comportamiento acelerado, en la varible que se ha establecido como
respuesta, mas rdpido que lo normal en un lapso de tiempo corto, relativo al tiempo en el que
se desarrollan los eventos en el experimento a seguir. La ruptura de las superficies catasrofe
matemdticamente dicen que los puntos intermedios de esta ruptura son inexistentes, pero la
interpretacién que se hace en la practica es el punto en donde no se tendria la capacidad para

dar respuesta, por ejemplo en una epidemia, o a partir del cudl podrias tener la situacion bajo
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control, etc. etc. y son las distancias relativas a estos puntos las que resultan fundamentales
para la toma de decisiones, fundamentalmente en el drea de salud piblica.

Por otra parte la capacidad predictiva de los modelos catédstrofe es comparable con uno
de los modelos clésicos de la estadistica. Se obtienen resultados satifactorios respecto a las
predicciones que realizan los modelos catdstrofe. Esto fue comprobado mediante el pro-
cedimiento denominado rendimiento predictivo, esto es importante de mencionar porque
regularmente los puntos de quiebre de las superficie, principal contribuciéon del modelo de

ctdstrofes, se presentan bajo extrapolaciones.

La principal desventaja de los modelos catédstrofe es la certidumbre de la existencia de
los catéstrofe o los puntos de ruptura de la superficie catdstrofe. Resulta dificil cuantificar
la certidumbre de la existencia de estos puntos, debido a que estos modelos no son estadis-
ticos. La manera en que se establece el sentido de la existencia de estos puntos deberd ser

estableciendo el sentido que tienen en el experimento.

Se requieren rutinas especificas para implemtar los algoritmos de estimacién, via maxima
verosimilitud, y quedan muchos puntos por estudiar en cudnto a intervalos tipo bootstrap,

por mencionar solo uno de ellos.
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